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I — Ensemble de définition et courbe représentative d'une fonction
1 — Ensemble de définition

Définition
Soit f une fonction numérique a variable réelle. Les éléments de R qui ont une image par f
forment un ensemble appelé ensemble de définitionde f etnoté D;.Ona:

D; :{XER/f(X)eR}

Remarque
En pratique, on utilise 'équivalence : X € D; < {xe R/ f (x) e R}
Exemples
2x+1
1) f (X) - X _3
xeD; ©x-320< x#3< xeR\{3}.Donc D; =R\{3}

2) f(x)=+2x-5

X € Dy <:>2X—520<Z>2X25<:>X>§<Z>X€|:g,+00|:.DOIlC Dy :F,+oo[

-2 2

Proposition
% Les fonctions polynémes, les fonctions X > Sin X et X > C0SX et la fonction X |X| sont

définies sur R
P(x)
Q(x)

ou le dénominateur Q(X) s’annule)

+ Les fonctions rationnelles X —> sont définies sur R privé de leurs valeurs interdites (la

< Lafonction X — /u(X) estdéfinie {x € D, /u(x) >0}

2 — Représentation graphique d'une fonction

Définition
Soit f une fonction numérique a variable réelle. La représentation graphique ou la courbe

représentative de dans un repére (O; i, T)est I'ensemble des points M (X, f (x))tels que x € D; .

Ci ={M(x, f(x))/xeDy}

Remarque
3
xeD
)Ona: M (x, y) eC; & f Y= f(z)]==mmmmnng] M (z:y)
y=f(9) SRR
P(a; f(a)) §---=-Xc--1 = f(a) ]!
2)N(X,y)esz<:>(VXeDf),y¢f(x) & 1) p bl £
; orf 4
https:/Ilwww.dimamath.com I -3 2 i " 0 lxp 2 3 4
i ‘M'(.I‘y) S C]
! ! Pla; f(a)) € Cy
@---nomeeod gl
N (a;b) " b N(a;b) ¢ C;
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II — Pariteé et périodicité d'une fonction
1 — Parité d'une fonction
a — Fonction paire

Définition
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D; . On dit que f est une fonction paire si et

(‘v’Xe Df),—Xe D«
seulement si:

(vxeDy), f(-x)=f(x)

Exemple
f(x) =3x°
Ona: D; =R, donc (VX € R), -XeR et (VX € R), f(—x) = 3(=x)?> =3x% = f(x). Alors f est paire

Sa courbe représentative dans un repéere orthogonal est la parabole qui admet I'axe des ordonnées
comme axe de symétrie

Proposition
Dans le plan muni d'un repére orthogonal, la courbe représentative d'une fonction paire est
symeétrique par rapport a I'axe des ordonnées

b — Fonction impaire

Définition
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est D; . On dit que f est une fonction impaire si et
(VXE Df), —Xe Df

seulement si :
(vxeDy), f(=x)=-f(x)

Exemple

f(x)=2x3

Ona: D¢ =R, donc (¥xeR), -xeR et (¥xeR), f(-x)=2(-x)®=-2x>=—1 (). Alors f est
impaire.

Sa courbe représentative dans un repéere orthogonal est la courbe qui admet l'origine du repére comme
centre de symétrie

Proposition
Dans le plan muni d'un repére orthogonal, la courbe représentative d'une fonction impaire est
symeétrique par rapport a l'origine du repere

—3 —2 —1 o] 1 2 3
” 1
—2
- -2 -1 o 1 2 3 3
Fonction paire Fonction impaire
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2 — Périodicité d'une fonction

Définition

vxeDy), x+TeDy et x—TeDy
et seulement s'il existe un réel T non nul tel que :
(vxeDy), F(x+T)=f(x)
Le plus petit réel T positif non nul qui vérifie la relation précédente est appelé la période de la
fonction f

Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D; . On dit que f est une fonction périodique si

Exemples
¢ Lafonction f définiesur R par: f(x)=5x—E (5X + %J est périodique de période T = %
cos(3x) 2n
¢ Lafonction ¢ définie sur R par: X)=————"— est périodique de période T = —
J par: g () sin(3x)+2 P d P 3

Propriétés
Soit f une fonction périodique de période T dont 'ensemble de définition est D; et C; sa courbe

représentative dans un repere (O; i J )

< Pour tout k € Z",1e nombre kT est aussi une période de la fonction f
< Onnote C, la courbe représentative de la restriction de f al'ensemble

D, =[a, +kT a5+ (k+1)T]N D; . Alors C, est Iimage de Cy par la translation de vecteur

(o]

% Ona:C; =JC,
keZ ;
Pour étudier une fonction périodique de période T il suffit de I'étudier sur un intervalle de

longueur T, en général on choisit [0, T[ou {—I 1—[

X3

S

2'2

Exemple
f(x)=E(2x)

1
Ona D; =R et f estpériodique de période T = 5 L'intervalle d'étude de la fonction f est

1 . . .
Dg = {O’E .On veut construire la courbe de f sur I'intervalle [-11]
2 { ]
1 s
f(x)=-2; -1< x<—§
1 SEEEL B
f (X) =-1 - E <x<0 https://www.dimamath.com o
1 I
Ona:{f(x)=0 ;03x<E 5 1 s o ) R
F0=1 : S<x<1
x)=1 ; 3% X < [ [
(=2 i
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III — Fonction majorée, minorée et bornée

Définition
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est D; et I une partie de Dy .

% Onditque f est majorée surlsietseulementsi (IM e R)(Vxel): f(x)<M

% Onditque f estminorée surlsietseulementsi (ImeR)(Vxel): f(x)>m

& Onditque f setbornée sur I siet seulement si elle est majorée et minorée sur I

Remarques
A Si f est majorée par M sur |, alors elle est majorée par tout nombre M’ tel que M'>M
A Si f est minorée par m sur ], alors elle est minorée par tout nombre m’ tel que m'<m

Proposition
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est Dy .

f est bornée <> (Eloc S R*)(Vx e D; ) f()<a

Exemples
2
1) soit f la fonction définie sur R par f (x) = w
X°+3x+3

https:/lwww.dimamath.com

.y 7
a) Montrer que f est majorée par 3

b) Montrer que f est minorée par1

2) soit g la fonction définie sur R par g(x) =3sin(2x)—2cosx+1.

Montrer que § est bornée sur R

IV — Comparaison de deux fonctions MATHEMATIQUES

POUR TOUS

1 — signe d'une fonction

Définition
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D; et I une partie de Dy .

<% Onditque f estpositive sur I si et seulement si (Vxel), f(x)>0

<% Onditque f est négative surIsietseulementsi (Vxel), f(x)<0

Remarques
o Toute fonction positive sur D; est dite positive et elle est minorée par 0

o Toute fonction négative sur D; est dite négative et elle est majorée par 0

2 — Comparaison de deux fonctions

Définition

Soient f et g deux fonctions dont les domaines de définition sont respectivement D¢ et D, etIune
partiede D¢ 1Dy .

On dit que f est plus grande que ¢ sur I si et seulement si (VX € I), f (X) > g(x).On écrit

f>gsurl

Interprétation géometrique
= f2>gsurl< Cqestaudessus de C,
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= f <gsurl< Cyestendessous de C

V _— Variations et extremums d'une fonction

1- Définitions

Définition
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D; etIun intervalle de Dy .
» Onditque f estcroissante surI siet seulement si (V(a, b) e IZ), a<b= f(a)< f(b)
* Onditque f est strictement croissante sur I si et seulement si
(V(a,b) e |2), a<b= f(a)< f(b)
* Onditque f estdécroissante surIsiet seulement si (V(a, b) e IZ), a<b= f(a)>f(b)
* Onditque f est strictement décroissante sur I si et seulement si
(V(a,b) e |2), a<b= f(a)> f(h)

* Onditque f est monotone sur l'intervalle I si elle est croissante ou décroissante sur I
* Onditque f est strictement monotone sur l'intervalle I si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante sur I

= Onditque f estconstante sur I siet seulement si (V(a, b) e 12 ), azb= f(a)= f(b)

2 — Taux de variation

Définition

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est D; etIun intervalle de D; etsoit a et b del

f(a)—f(b)
a-b

tels que a # b ; Le nombre T(a,b) = s'appelle le taux d'accroissement de la fonction entre

aeth

Théoreme
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D etIun intervalle de D; . Alors:

7
£ X4

La fonction f est croissante sur l'intervalle I si et seulement si
(V(ab)el®),azb=T(ab)>0
La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle I si et seulement si
(V(a,b) e |2), azb=T(ab)>0
% Lafonction f est décroissante sur l'intervalle I si et seulement si

(V(a,b) c |2), azb=T(ab)<0
< Lafonction f est strictement décroissante sur l'intervalle I si et seulement si

(V(ab)el?),a=b=T(ab)<0

7
£

Exemples
1) Soit f lafonction définie sur [0,+oo[ par: f(X) =+/X+1+ JX . Etudier la monotonie de f sur [0, +o0]
Soit (a,b) €[0,+0o[ x[0,+0[ tels que a=b,ona:
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1 _f@-f®)_vJati+Ja-vb+i-vb_Ja+i-vb+1 Ja-vb _ 1 L1
(a.b) a-b a-b a-b a-b  Jat1+vb+1 Ja++b

Donc T,y >0car va+1++b+1>0et Ja++b>0

Alors la fonction f est strictement croissante sur [O, +00[

2x-1
2) Soit g la fonction définie sur R par: g(x) =— > Etudier la monotonie de la fonction g sur R.
X<+

3 — Monotonie et parité d'une fonction numérique

Proposition
< Soit f une fonction paire dont I'ensemble de définition est D; et Iun intervalle de D; etI' son

symétrique par rapport a 0.
¢ Si f estcroissante sur I, alors elle est décroissante sur I’

¢ Si f estdécroissante sur I, alors elle est croissante sur I
< Soit f une fonction impaire dont I'ensemble de définition est D¢ et I un intervalle de D; et T’
son symeétrique par rapport a 0.
¢ Si f estcroissante sur I, alors elle est croissante sur I’
¢ Si f estdécroissante sur I, alors elle est décroissante sur I'

4 — Extremums
a — Extremums absolus

Définition
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est D; et a € D; .

¢ Ondit que la fonction f admet un maximum absolu en a si (VX e D; ), f(x)< f(a) eton

écrit max f (x) = f(a)
xeDy
¢ Ondit que la fonction f admet un minimum absolu en a si (VX e D; ), f(x)> f(a) eton
écrit min f (x) = f(a)

xeDy

Proposition
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D;

(vxeDy), f()<M
¢ Le nombre réel M est un maximum absolu de la fonction f <
(FaeDy): f(a)=M

(vxeDy), f(x)2m
¢ Lenombre m est un minimum absolu de la fonction f <

(FaeDy): f(a)=m

Remarque

» Sile nombre M est un maximum absolu de la fonction f , alors M est un majorantde f sur D; ;

mais la réciproque est fausse
» Sile nombre m est un minimum absolu de la fonction f , alors m est un minorantde f sur Dy ;

mais la réciproque est fausse
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b — Extremums relatifs

Définition
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D; et a e |
¢ Ondit que la fonction f admet un maximum relatif en a s'il existe un intervalle ouvert
| = D; telque (Vxel), f(x)< f(a)
¢ Ondit que la fonction f admet un minimum relatif en a s'il existe un intervalle ouvert
| = D; telque (Vxel), f(x)> f(a)

Proposition
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est D; et soit &, b et ¢ trois éléments de D; tels

que a<b<c et [a,c]c Dy

% Silafonction f estcroissante sur [a,b] et décroissante sur [b,c], alors la fonction f admet

un maximum relatif en b
% Silafonction f estdécroissante sur [a,b] et croissante sur [b,c], alors la fonction f admet

un minimum relatifen b

VI — Etude de quelques fonctions usuelles
1 - Fonction X aX® +bx+c¢

Proposition
Soit f(X) = ax? +bx+C un trindme tel que a # 0

b b
¢ Laforme canonique du trinéme f (x) est f(X) = a(x —oc)2 +pB ot o= “%a etp="f (—Z—aj
¢ Lacourbe C; estl'image de la courbe de la fonction définie par g(x) =a X par la translation

(o
de vecteur U ([3 J

¢ Lacourbe C;, dans un repére orthogonal, est une parabole de sommet Q(a, B) et d'axe de

symeétrie la droite d'équation X =«

Proposition
Soit f(x)=ax?+bx+c un trinéme tel que a =0

Sia>0 Sia<0
X —00 (04 +00 X —00 (04 +00
B=f(a)
f(x) f(x)
B=f(oc)/¢w —oo/ \—oo

2
- -
]
=

L. .-
9>

8
e S
Lo
! -

i
=~

L T

w
|
(]
-7
N
T b
.
—
o
Z
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ax+b

2 - Fonction X —
— cx+d

Proposition
ax+b
cx+d

Soit f une fonction homographique définie sur R \ {—%} par f(x)= ou (a,b,c,d)e R*

a
C

Tels que ¢ # 0 et

b
d‘zad—bC;tO.Alors:

< IIs existent trois réels o, f et y tels que f(x)=p+ ﬁ pour tout R\ {—%}

< La courbe représentative C; de la fonction f est1limage de la courbe (F) représentative de la

Y

(o
fonction X X par la translation de vecteur U ( j

< Lacourbe C;,dans un repere orthogonal, est une hyperbole de centre Q(OL, B)et

d a
d’asymptotes les droites d'équations X = s ety= c
Proposition
d ax+b . 4
Soit f fonction h hique défini R\<—— f(x)= ou (a,b,c,d)eR
oit f une fonction homographique définie sur { - } par f(x) S (a,b,c,d)e
a b
Tels que € # 0 et =ad -bc#0.
c d
la b la b
Si <0 Si >0
c d c d
d
X —0 - +00 X —0 - 400
C C
a +00 +00 a
C C
f(x) f(x)
a a
—0 C C —0
A
Q(-1;2
1 k (x--L- Cf
X, 4-112;112) E /_-
—— _ : /1
A .
+1 1
X+% P00 =571 =2 %1
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3 - Fonction X +ax+b

Proposition

Soit f la fonction numérique a variable réelle X définie par f(x)=./ax+b ou (a, b) e R? tel que

a=0
Sia>0 Sia<0
o, <[ 2] o0~ o
a a
b b
X —— —+00 X —00 ——
a
+00 +00
f(x) / f (x) \
0 0

=/2x+4

4 - Fonction X— a X3

Proposition

Soit f la fonction numérique a variable réelle X définie par f(x)=ax® ol acR*.Ona D; =R

Sia>0 Sia<0
X —0 0 400 X —0 0 400
+00 +00
f(x) / f (x) \
—00 —00
C
1 Cf ! !
1.3
f(x)=—=X
()=-3
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VII - Composée de deux fonctions

1 — Définition

Définition

Soit f et g deux fonctions numeériques dont les ensembles de définition respectifs sont D; et Dg
tels que f (Df ) < Dy

La fonction h définie sur D; par h(x) =g ( f (X)) est appelée la fonction composée des fonctions

f et g dans cet ordre elle est notée go f .

Onaalors:(vXe Df), go f(x)=g(f(x))

Remarques
¢ Engénéral,ona fog=#gof

¢ Dy.¢ ={XeR/x6 D; et f(x)eDg} et D¢.q ={X€R/X€ Dyetg(x) e Df}
¢ Lafonction g o f ne peut exister que lorsque la condition f (Df ) (- Dg est vérifiée

2 — Monotonie de la composée de deux fonctions

Proposition
Soit f et g deux fonctions numeériques dont les ensembles de définition respectifs sont D; et Dg et

soit I un intervalle tel que | < D; et Jun intervalle tel que J Dg avec f (I)c J.

% Si f estcroissante surlet J est croissante sur J, alors g o f est croissante sur I

% Si f est décroissante surlet g est décroissante sur J, alors g o f est croissante sur I
% Si f estcroissante surlet g est décroissante sur J, alors ¢ o f est décroissante sur I
% Si f est décroissante surlet g est croissante sur J, alors ¢ o f est décroissante sur I

Exemple

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =2x* +4x3+3x? +x-1

1) Montrer que (VX e R), f(x)=vou(x) ot u(x) =x*+x et v(x) =2x* + x-1
2) Dresser les tableaux de variation des fonctions U et v

3) En déduire les variations de la fonction f

VIII - Courbes représentatives de quelques composées particulieres

Soit f une fonction dont la courbe représentative, dans un repere orthogonal, est C; . On considére

les fonctions g, h et k définies par : g(x) = —f (x), h(x) =|f (x)| et k(x) = f (|x])
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g(x) =-f(x)
Les deux courbes C; et C,

sont symétriques par rapport a
I'axe des abscisses

[

AR

h(x) =| f (x)|
-Si f(x)>0,alors h(x) = f(x)
donc C,, et C; sont

confondues

-Si f(x) <0, alors

h(x) = —f (x) DoncC, et
C sont symétriques par

rapport a l'axe des abscisses

VA

k(0 = 7 ([)
-Si x>0, alors k(x) = f(x)
donc C, et C; sont
confondues
-Si Xx<0ona k(x)= f(-x)
donc la fonction k est paire
alors C, et C; sont
symétriques par rapport a I'axe
des ordonnées
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