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Raisonnement par récurrence
Exercice 1

On considére la suite réelle (un ) définiepar: Uy =letu, ;= > U, +3 pour tout entier naturel n./ _##

5 &

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, =6-— Z_n

Exercice 2
L : s : Vo =1
On considére la suite (Vn ) définie pour tout entier naturel n, par:

Vg =V, +2n+3

1) Calculer vy, V, €t V5. On exprimera chacun de ces termes sous la forme irréductible.

X X ) 2
2) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, v, = (n +1)
Exercice 3
Soit (W, ) la suite définie par: W
( n) p Wn+1:1 n ,VHEN
+

n
1) Calculer Wy, W,, W et W,
2) Conjecturer I'expression de W,

3) Démontrer par récurrence la validité de cette conjecture
Exercice 4
=18 =3
Soit (an) la suite définie par : % !
a0 =28,1—8a,;,VneN
1) Calculer a,, a3, a, et ag
2) Démontrer par récurrence (forte) que pour tout entier naturel n, a, =2n+1
Exercice 5
Cn

On considére la suite numérique (C, ) définie par: ¢, =1 et pour tout entier naturel n, ¢, = ——2—
1+ C,f
1) Calculer C, €t Cq

2) Conjecturer une expression de C, en fonction de n

3) Démontrer cette conjecture par récurrence

Exercice 6
. : s : 7u, -3
On considére la suite (Un) définie par : Uy = 2 et pour tout entier naturel n, u,,; = :
3u, +1
. 8+3n
Montrer que pour tout entier naturel n, U, =
4+3n
Exercice 7

On considere la suite (un ) définie par : Uy =1et, pour tout entier naturel n, U,,; =+/1+U, .
Prouver par récurrence que :

1) Tous les termes de la suite (Un) sont strictement positifs.
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2) La suite (U, ) est croissante
3) Pour tout entier naturel n, U, <2
Exercice 8

- : e 1 : 2
On considére la suite (un ) définie par : Uy = — et, pour tout entier naturel n, u,,; =U, —

i ) ) 1
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, E <u, <1
Exercice 9

U1:§

n+1

Soit (un )HGN* la suite numérique définie par :
u,, neN"
a) Montrer que pour tout N € N, ona: 0< u, <1
b) Montrer que la suite (un )nGN* est décroissante

Exercice 10

. : . . 5%, +3
On considére (X, ) la suite numérique définie par: X, =1 et X4 = X”—+3 pour tout N e N
n
12
a) Montrer que pour tout Ne N,ona: X,,; =5—
X, +3

b) Montrer que pour tout N€ N,ona: 0<X, <3
c) Etudier le sens de variation de la suite (Xn )

Exercice 11

On considere la suite numeérique (un) définie par : U, =—1et (Vn eN ); U, = u”

1) Montrer que : (Vn € N); -1<u, <2
2) Etudier la monotonie de la suite (un ) .

Exercice 12
Montrer par récurrence les propositions suivantes :

n nz(n+1)2
)(vneN*): S ki=—2 T
) (vnel): 3 ;
2) (VneN,n>2);5" 24" +3
n 1 n(n+3)

3) Vhe N7; ;k(k-l—l)(k"'z) - 4(n+1)(n+2)

9 VneN; 3 (2k+1)=(n+1)
k=0

5) Vne N7; Zn:kx

k=1

(4)k  4x5™ —(5+n)x4™

5 5"
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n(n+1)(n+2)
3

6) VneN,1x2+2x3+3x4+...+n(n+1) =

1 _n
2n-1)(2n+1) T 2n+1

Exercice 13

Montrer par récurrence que : \

1) 4*" — 4" est divisible par 5, pour tout N € N

. 1 1
7) VneN y m+ﬁ+...+(

2) 32" — 2" est divisible par 7, pour tout N € N

3) 3x 52" 4 2°" est divisible par 17, pour tout N € N
4) 4" +15n -1 est divisible par 9, pour tout N € N

5) 2'°"7 4+ 3°"? _ 2 est divisible par 11, pour tout N € N*

6) 3" +4°™? + 5°™ est divisible par 11, pour tout N € N
Exercice 14

I- Montrer que la suite (un ) est majorée par M dans les cas suivants :

1/ (VneN);un _2ntl S M=1
3n+1
2/ (VneN)u, = 4 M=2
n+1

II- Montrer que la suite (vn ) est minorée par m, dans les cas suivants:

1/ (VneN),'vn:2n+1 ;m=l
n+2 2
2/ (VneN);v, =2n"+4n+3 ; m=3

_\/n+2—1 ]

n+1

3/ (VneN);vn m=0

III- Soit (wn) la suite définie par :(Vn € N); w, = 2(—1)" + cos(n + 1) :
Montrer que :(VneN);-3<w, <3

Exercice 15
x, €]0:1]

Soit (x, ) la suite définie par: x - Montrerque: (VneN);0<x, <2

— n
Xy =14 —"

Exercice 16
2+cos(n)

On considére la suite (un) définie pour tout entier naturel n,par: U, =

1
Montrer que : Vn € N, ZS u, Sg

Limite d'une suite
Exercice 17

Pour tout entier naturel n, on pose U, = n?
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1) Résoudre dans N, les inéquations :a) U, >100 ;  b) u, >10000; ¢) u, >10°
2) Soit A un réel quelconque. Résoudre dans N, I'inéquation: u, > A

3) Que peut-on déduire sur la limite de la suite (u, ) ? 7
—< =
Exercice 18

On consideére la suite réelle (un ) définie pour tout N € Npar: u, =3-2n K
1) Résoudre dans N, les inéquations:a) U, <-97 ; b) u, <-10507 ; c) u, <-9999997 .- ..
2) Soit A un réel quelconque. Résoudre dans N, I'inéquation: U, < A

3) Que peut-on déduire sur la limite de la suite (u, ) ?

Exercice 19
—1; si n est multiple de 5

\/ﬁ; sinon

On considére la suite réelle (V,, ) définie pour tout n € Npar: u, = {

Justifier que lim u, # +o0
N—+o0

Exercice 20
Calculer les limites suivantes :
-n . 2n-3
o lim ; lim ———;
Nt 3N+4  no+oo 5N +n-1

2 3
lim M; lim 5n+—2nl; lim \/n+2—\/ﬁ; lim n2+5—n+1;

lim 2n>—=3n+5: lim +4n—-n®+2n%2-12; lim
N—>-+0 N—>-+0 n—+o 2N +1

Nt 2n2 430 =7 no+03n? —4n+42  noo N—>-+00

] ] ) \/ +1
lim V2n2 +3-n+5: lim Vn?+n—+n®+1: lim V4n?+n+2—-2n: "
Nn—-+o0 N—-+o0 nN—-+o0 n—)+oo 24+3Jn+5

lim J2n+1-——F—
N—>+o0 4/rH_:]_

Exercice 21
Calculer les limites suivantes :

lim n+cos(n+1); lim 3sin(2n)+7n; lim cos(n2+n+1)—5n; lim 105in(2—n)—n2+n—2;

N—>-+o0 N—>+o0 N—>+o0 N—>+o0

. . n
jim SN iy 128INC2) e sin(m)eos(=n) ey o Ly i U
n—+o 14N N—>+c0 n+2 N—>+00 2n+1 N—>+00 n—>+001_|_\/_

Exercice 22
Calculer les limites suivantes:

’
n—>+o| 3 Nn—>+oo n—+ow n—+oo n—>+oo n—>+o0 3” + 2n

lim [ﬁjn; lim (=3)" ; lime™? ; lim (-0,265)" ; lim (o,z)“{-%)n lim 2F2

Ilmz 03 I|m212 ;ImZ(——j ' ;’:+Z:

Exercice 23
Soit (un) la suite m=numeérique définie par: Vhe N, U, =vn+2 — \/ﬁ

1
<u < —=

1
"dne2 " dn

1) Montrer que : Vn e N
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2) Calculer la limite de la suite (u, ).
Exercice 24
n n n
2 + 2 + 2 +
n“+1 n°+2 n°+3

On considére la suite (S, ) définiepar: VneN", S =

1) Calculer S, S, et S,

2 2

——<S§, <—
n“+n n-+1

2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

3) En déduire la limite de la suite (S, ).
Exercice 25 (Exercice 3 du bac Amérique du nord Sujet 2 du 22 mai 2024)

On considére la fonction ¢ définie sur I'intervalle [0;1] par: ¢ (X) =2X—X*

1) Montrer que la fonction ¢ est strictement croissante sur l'intervalle [O;l] et préciser les valeurs de
g(0)et g(2).

1
U, ==
2) On considére la suite (un ) définiepar:{ ° 2

pour tout entier naturel non nul n.
a) Calculer u, et u,
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n,ona: 0<u, <u,, <1.

c) En déduire que la suite (U, ) est convergente.

d) Déterminer la limite L de la suite (un )

Exercice 26
o : s Up =1
On considére la suite (U, ) définie par :
Uy =9U,—2,neN

1) Calculer Uy €t U,

2) Montrer par récurrence que : (Vn eN ), u, > %
3) a) Etudier la monotonie de la suite (U, )
b) En déduire que : (VneN), u, >1
2
4) Soit (V, ) la suite définie par: (VneN), v, = TR
-

a) Montrer que la suite (vn ) est géomeétrique dont on déterminera la raison et le premier terme

b) Déterminer V, en fonction de n
2+V, o )
c) Montrer que (Vn eN ), u, = v et en déduire U, en fonction de n
n

5) Calculer les limites des suites (v, ) et (u,)

Exercice 27

s : e 1 4 .
On consideére la suite (u, ) définie par: Uy = 3et U,,, = E(un + —j pour tout entier naturel n.
n
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1/ Montrer que : (Vn e N);u, > 2

2/ Etudier la monotonie da la suite (u, ) et en déduire que : (Vn eN ) u, <3

3/ a/ Vérifier que: (VneN);u,,, —2= %[1— UEJ(Un -2)
n

b/ Montrer que : (VN eN);0 <up,, —2< %(un -2)

¢/ En déduire que: (Vn e N);0<u, —236in

d/ Calculer lim u,
N—+00
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