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I — Raisonnement par récurrence

1 — Intéret du raisonnement par récurrence

On considére la suite numérique (u, ) définie par :

On s'intéresse au signe des termes de cette suite.
Comme U, =2, alors Uy >0

De méme u1:%u0+%:g,alors u, >0.

On peut poursuivre cette démarche pour vérifier que le terme d’'un certain rang est positif. Mais est-ce
qu'on peut dire que tous les termes de cette suite sont positifs?. En réalité on n'a pas effectué une
démonstration pour répondre a la question parce qu'on manque de raisonnement adéquat a ce type de
questions.

Le raisonnement par récurrence vient pour combler ce manque

2 — Principe du raisonnement par récurrence

Principe du raisonnement par récurrence
Soit P(n) une propriété telle que n est un entier naturel supérieur ou égal a N, (un entier naturel fixé).
Pour démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel N >n, ona P(n), on procéde comme suit :
o Initialisation : On vérifie que P(n,) est vraie
e Hérédité : Soit N > Ny, on montre que P(n) = P(n+1)
e Conclusion: (Vn > no); P(n) est vraie

Pour expliquer le raisonnement de récurrence
on fait I'analogie avec un nombre infini de
dominos disposés comme sur la figure de
telle fagon que si un domino tombe celui qui le suit i '/
tombe aussi. y
Pour étre sur que tous les dominos vont tomber, on a besoin

e
med § Ve ®
- ,.,-.o g
' e

F ./ .,

de deux conditions: Xy lA
A Faire tomber le premier domino (I'initialisation) \1 ‘

A Lorsqu'un domino tombe, il fait tomber machinalement
Celui qui le suit (I'hérédité)

3 — Application aux suites numeériques

3 - 1 - Raisonnement par récurrence et les suites

Les suites numeériques constituent le domaine de prédilection pour l'utilisation du raisonnement par
récurrence.

Principe de récurrence (version pratique)

Pour montrer par récurrence que : P(n) est vraie pour tout entier naturel n>n,. On suit les étapes
suivantes :
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o Initialisation : On vérifie que P(n,) est vraie
o Hérédité : Supposons que P(n) est vraie pour un certain N > n,

Montrons que P(n+1) est vraie

e Conclusion : Puisque la propriété est initialisable pour n, et est héréditaire & partir
(Yn=n,); P(n) est vraie.

+ Exemple
Uy =2
Soit (Un) la suite définie par : 1 1 . Montrer par récurrence que U, > 0 pour tout n de N.
Uny = Eun + §
3¢ Réponse_:
Raisonnons par récurrence. Posons P(n):"u, >0";neN
e Initialisation :
Pour N=0,0na: Uy =2,donc Uy >0. Alors P(0) est vraie.
e Heredite :
Supposons que la propriété P(n) est vraie pour un entier n >0, c-a-d u, >0 (HR)
Montrons que P(n+1) est vraie, c-a-d : U,,; >0

Démonstration :
s 1 1 1 1 1
D'apres (HR)ona: u, >0 :>§un>0:>Eun+§>§:>un+l>§>0:>un+l>o.

Donc P(n+1) est vraie.

e Conclusion :
La propriété est initialisable pour n = O et est héréditaire a partir de 0. Alors: Vne N, u, >0

3 - 2 - Donner l'expression du terme général d'une suite

+ Exemplel
Soit (u,), . la suite définie par : u, =3et u,,, = 2u, -1 pour tout neN.

1) Calculer les quatre premiers termes de la suite (u, )

neN "
2) Montrer par récurrence que pour tout neN,ona: U, = 2" 41
3¢ Réponses
)Ona:Uy=3; U =2xUy—-1=5; U, =2xuU; -1=9;U3=2xu,-1=17
2) Raisonnons par récurrence. Posons P(n):"u, =2"" +1",neN
o Initialisation
Pour N=0,0na Uy =3 et 2" +1=3 donc P(0) est vraie.
o Hérédité
Supposons que P (n) est vraie pour un certain rang N >0 fixé, soit u, = 2" 11 (HR)

Montrons que P (n+1) est vraie, soit Up,; = 2" +1

2" 1=y, =2"? 42

. . . . _ 1 _ n+1
Démonstration : D'aprés (HR),ona u, =2""+1= 2u, —1= 2(2 B +1)—1 il
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Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion
La propriété est initialisable pour n = 0 et est héréditaire a partir de 0, alors par récurrence :

vneN,u, =2""+1

+ Exemple 2
v, =0
Soit (v,) la suite numeérique définie par :
a1 ,neN
— Un
1) Calculer v, v,,v, et v,
2) Montrer par récurrence que pour tout neN, v, = Ll
n+
€ Réponses
1 1 1 2 1 3 1 4
2—-Vvy 2 2—-v; 3 2-v, 4 2—-v3; 5
n
2) Raisonnons par récurrence. Posons P(n):"v, = —1 ,NeN.
n+

o Initialisation :
n .
Pour n=0,0naVy=0et — =0 donc P(0) est vraie
n+1
o Heérédité :

. . . . n
Supposons que P (n) est vraie pour un certain rang N > 0 fixé, soit v, = — (HR)
n+

. . n+1

Montrons que P(n+1) est vraie, soit V,,; = ——

n+2
, : S n n n+2 1 n+1
Démonstration : D'aprés (HR)ona: v, =—— =2-V,=2-—=——> V4 =——=——
n+1 n+1 n+1 2-v, n+2

Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion :
La propriété est initialisable pour n = 0 et est héréditaire a partir de 0, alors par récurrence :

n
VneN,v,=——
n+1

+ Exemple 3

Soit (w,) la suite numérique définie par: w,=2et w,,, = I Y pour tout neN.
+w

n

1) Calculer w,, w, et w,

2) Démontrer par récurrence que pour tout neN, w, = 5 2 1
n+
>€ Réponses

W, 2 W, 2 W, 2
DOna: W=—>2—==; Wy,=—32—=—; Wy=—=2—=2—
1+w, 3 1+w, 5 1+w, 7

. e n 2 n

2) Raisonnons par récurrence. Posons P(n) CW, = ol neN
n+

o Initialisation
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Pour n=0,ona W, =2 et =2 donc P(O) est vraie

2n+1
o Hérédité

. . L. 2
Supposons que P(n) est vraie pour un certain rang n > 0 fixé, soit w, = P (HR)
n+

Montrons que P(n+1) est vraie, soit W,,; = 2
2n+3
2
Démonstration : D'apres (HR)ona: w, = =W,y = Wo __on+l __2
2n+1 1+w, ¢, 2  2n+3
2n+1

Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion
La propriété est initialisable pour n = 0 et est héréditaire a partir de 0, alors par récurrence :

3 - 3 - Encadrement du terme général d'une suite

+ Exemplel
On considére la suite (U, ) 1 :
Upyq =§un +3;neN

a/ Montrer que:(VneN);1<u, <6
b / Etudier le sens de variation de (un)
> Réponses
a/ Raisonnons par récurrence. Posons P(n):"1<u, <6",neN
o [Initialisation
Pour N=0,0na Uy =2 doncl<u, <6 alors P(0) estvraie
o Herédité
Supposons que P(n) est vraie pour un certain rang n > 0 fixé, soit 1<u, <6 (HR)

Montrons que P(n+1) est vraie, soit 1< u,,; <6

1 1 1 1 1
Démonstration : D'aprés (HR)ona:1<u, <6 = —xlszun <—x6 :—+3£Eun +3<3+3

<6

n+l — n+l —

:%Su <6:1£%£un+1s6:>13u

Donc la propriété est héréditaire.

e Conclusion
La propriété est initialisable pour n = 0 et est héréditaire a partir de 0, alors par récurrence :
VneN,1<u,<6

b/ Etudions la monotonie de la suite (un )
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Soit neN,u,,—U, = 1un+3—un :%(un+6—2un)=%(6—un).

=3

Comme 1<u, <6 d’apréslaquestion a/,alors 6—u, >0 donc U,,; —U, >0 Par suite la suite (U,

croissante.
+ Exemple 2

. : i Up =1
On considére la suite (U, ) définie par :
Upyg =5U,—2,neN

1) Calculer U, et u,

1
2) Montrer par récurrence que : (Vn eN ) u, > 5

3) a) Etudier la monotonie de la suite (un)
b) En déduire que: (VneN), u, >1

> Réponses
1) U =5u,-2=3; u,=5u-2=13

2) Raisonnons par récurrence. Posons P(n):"u, > % ,neN
o Initialisation

Pour n=0,0ona u, =1 donc u, >% alors P(0) est vraie
o Heéreédite

. . . 1
Supposons que P(n) est vraie pour un certain rang n >0 fixé, soit u, > > (HR)
Montrons que P(n+1) est vraie, soit U, ; > >

Démonstration : D'aprés (HR)on a: u, >% = ou, > SX% =5u, -2> g— 2=>U,,, > %

Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion
La propriété est initialisable pour n = 0 et est héréditaire a partir de 0, alors par récurrence :

1
VneN,u, >—
2
3) a) Etudions la monotonie de la suite (un ) :

Soit neN,ona: u,,,—Uu, =5 —2-u, :4un_2:4(un_%j_

1 1 " . . :
Comme U, > 2 alors u, ~3 >0 d'otl u,,, —U, >0, par conséquent la suite (U, ) est strictement

croissante.

b) Puis que la suite (un ) est strictement croissante alors Vne N, u, >2u, dou Vhe N, u, 21

3 - 4 - Inégalité de Bernoulli
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+ Exemple
1) Soit aun réel strictement positif.

Montrer que : (Vn eN ), (1+ a)” >1+ na (inégalité de Bernoulli)
2) En déduire que pour tout entier naturel N,ona:

a)2">1+n

b) 3" >1+2n

o) (1+n)" >1+n’

d) (1+£j > 2
n

3¢ Réponses
1) Soit a > 0.

Raisonnons par récurrence. Posons P(n):"(1+ a)n >1+na",neN.
e Initialisation
Pour n=0,0na (1+ a)o =let1+0xa=1 alors P(0) est vraie
o Hérédité
Supposons que P(n) est vraie pour un certain rang n >0 fix¢, soit (1+a)" =1+na (HR)
Montrons que P(n+1) est vraie, soit (1+ a)n+1 =1+(n+1)a
Démonstration : D'aprés (HR) on a: (1+ a)n =1+na = (1+a)x(1+a)">(1+a)(l+na)
1

=N (1+a)”+121+(n+1)a+ na’>1+(n+1)a car na’ =0

Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion
La propriété est initialisable pour n = 0 et est héréditaire a partir de 0, alors par récurrence :

vneN, (1+a)" =1+na
2) a) Montrons que 2" >1+n.

En effet d’apreés l'inégalité de Bernoulliona:si a>0 :vVneN, (1+ a)n =1+na

En particuliersi a=1,ona: (1+1)n >1+nx1donc VheN, 2">1+n

b) De la méme maniére sion pose a=2 ona: (1+2)" >1+2nsoit 3" >1+2n

c)Sin=0,ona: (1+ O)O =1donc (1+ 0)0 >1 etsi n#0 en appliquant 'inégalité de Bernoullion a:

(1+n)"=1+nxn donc VneN, (1+n)" 21+n’

1 . 1Y 1
d)Sin=0 ona:—>0,en appliquant l'inégalité de Bernoulliona: Vne N, (1+ —j >1+nx—
n n n

d’'ou Vnhe N, (l+1j > 2
n

3 - 5 - Calcul de sommes par récurrence

+ Exemples
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Montrer par récurrence que :

n(n+1)

k=n
a/ VneN":1+2+3+..+n= (On note : Zk=1+2+3+...+n).

k=L
n n(n+1)(2n+1
b/ VneN"; Y k2=12+224+32+ . .+ n2= ( )6( )
k=1
' . 1 qn+l
c/Soit qeR \{1}. vneNN; Zq
k=0 1-q
klkk+122334 k k+l n+l

3¢ Réponses
n(n+1)

n n
a/ Posons ZK =1+2+3+...+ N et montrons par récurrence que : Vn e N”, Zk =
k=1 k=1

o Initialisation

n 1
Pourn=1,ona:Zk:Zk=1et (n+l) 1(1+1)

> =1 donc la propriété est vraie pour N =1.
k=1 k=1

o Hérédité

" . &, n(n+1)
Supposons que la propriété est vraie pour un rang n fixé, soit Z k= T (HR)
k=1

+1
Et montrons qu'elle est vraie pour n+1, soit nz: k= W

P} 2
. : X " n(n+l)  Q n(n+1)
Démonstration : D'aprés (HR)on a: Z k = 5 = Z k+(n+1)= 5 +(n+1)
k=1 k=1

n(n+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)

2 2

Alors la propriété est héréditaire.
e Conclusion
La propriété est initialisable pour n =1et est héréditaire a partir de 1, alors on a par récurrence :

vneN", Zn: k = n(n—+1)
k=1 2
\ n(n+1)(2n+1
b/Montrerque:VneN*;Zk2:12+22+32+._.+n2: ( )6( )
k=1
Raisonnons par récurrence. Posons P Zkz n +1)(2n +l) "neN*

o Initialisation

Pour n=1,0na: Zk —Zkz

pour n=1.

n +1)(2n +1) = 1(1+1)(2 X1+1) =1 donc la propriété est vraie

o Herédité
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n(n+1)(2n+1) (HR)

n
Supposons que la propriété est vraie pour un rang n fixé, soit Z k?=
k=1

+1
Et montrons qu'elle est vraie pour n+1, soit nz: k? = (n+1)(n+2)(2n+3) .

= 6
n(n+1)(2n+1)

n
Démonstration : D’'aprés (HR)on a: Zkz =
k=1

(n+1)(2n+1)

n(n+1)(2n+1)

:>Zk2 n+1 +(n+1)2=(

+(n+l)2

n(n+1)(2n+1)+6(n+1)° (n+1)(2n*+n+6n+6) (n+1)(2n*+7n+6)

- 6 - 6 - 6
_(n+1)(n+2)(2n+3)
- 6
Alors la propriété est héréditaire.
e Conclusion
La propriété est initialisable pour N =1 et est héréditaire a partir de 1, alors on a par récurrence :

vne N, Zn:k: n(n+1)(2n+1)
k=1 6
. . n ) 1_qn+1
¢/ Soit g € R” - {1} . Montrer que: VneN, » g = g
k=0 -

Montrons cette égalité par récurrence.
e Initialisation

0 v 0 1 _ q n+l 1 _ q
Pour n=0,0ona: Zq =0 =1let = =1 donc la propriété est vraie pour N =0.
k=0 1-q 1-q
e Heredite
n _ qn+1
Supposons que la propriété est vraie pour un rang n fixé, soit qu =——— (HR)
k=0 -
n+l _ qn+2
Et montrons qu'elle est vraie pour n+1, soit qu = 1
k=0 —q

n 1— n+1 n+1 1— qn+1
Démonstration : D'aprés (HR)on a: qu = = Z Zq +q"t="—"T— 4™

k=0
~ 1_qn+l +(1_q)qn+1 ~ 1_gyvf+gy»{_qn+2 ~ 1_qn+2
) 1-q B 1-q S 1-q
Alors la propriété est héréditaire.

e Conclusion

La propriété est initialisable pour N =0 et est héréditaire a partir de 0, alors on a par récurrence :

n 1_qn+l
vneN, Y g =
29"

n
d/ Montrer que: Vne N*; leiz}xl_klx
=k k+1 1 2 2

1 1 n
ot —=—
k k

1 1 1
_+_><_
3 3 4 n+1
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Raisonnons par récurrence.
o Initialisation

51 1 11 1 n 1 iy .
Pour n=1,0ona: Z—x— =-x—=— et —— == donc la propriété est vraie pour n=1.
~k k+1 1 2 2 n+1 2 o
o Hérédité
. . .. .11 n
Supposons que la propriété est vraie pour un rang n fixé, soit Z— X =—— (HR)

~k k+1 n+1

n+1 1 1 n +1
Et montrons qu'elle est vraie pour n+1, soit Z— X ( )

S K+l n+2
1 1 n ] 1 1 1 1 1

—X—= = —X =) —X + X
—~k k+1 n+1 ~k k+1 &=k k+1 n+1 n+2

Démonstration : D'aprés (HR)on a:

n 1 n(n+2)+1  n?+2n+1 (n+1° (0 (n+1) nig

B n+1+(n+1)(n+2):(n+1)(n+2)_(n+1)(n+2)_(n+1)(n+2)_M(n+2)_ n+2

Alors la propriété est héréditaire.
e Conclusion

La propriété est initialisable pour n =1 et est héréditaire a partir de 1, alors on a par récurrence :

vnen, Si, t N

X =
—~k k+1 n+1
3 - 6 - Monotonie d'une suite par récurrence

+ Exemplel

Uy =+/2+U,;NeN

1) Montrer par récurrence que : (VneN), 0<u, <2

Soit (U, ) la suite définie par : {

2) Montrer par récurrence que la suite (un ) est croissante.
> Réponse

1) Montrons par récurrence que : (Vn € N), O<u,<2.
o Initialisation

Pour n=0,0ona: Uy =1,donc 0<U, <2 alors la propriété est vraie pour n =0
o Hérédité

Supposons que la propriété est vraie pour un entier n >0, soit 0 < U, < 2 (HR)

Et montrons qu'elle est vraie pour (n+1), soit 0 <u,,; < 2.

Démonstration : D'aprés (HR),ona: 0<u, <2 = 2+0<2+U,<2+2=2<2+u,<4
:>\/§<4/2+un <2:>O<\/§<un+1<2:>0<un+1<2

Alors la propriété est héréditaire

e Conclusion
La propriété est initialisable pour N =0 et est héréditaire a partir de 0, alors d’aprés le raisonnement par
récurrenceona: (VneN), O<u, <2.
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2) Montrons par récurrence que : Vne N, U, <u, 4
o Initialisation

Pour n=0,0ona: Uy =1 et U = \/§ ,donc Uy <U; alors la propriété est vraie pour N = 0
o Hérédité

Supposons que la propriété est vraie pour un entier n >0, soit U, <U,,; (HR)

Et montrons qu'elle est vraie pour (n +l), soit U, q <Uq,o.

Démonstration : D'aprés (HR),ona: U, <U,,; = 2+U,<2+U, 3 = \/2 +U, < \/2 + Uy
= Upn < U2

Alors la propriété est héréditaire

e Conclusion
La propriété est initialisable pour N =0 et est héréditaire a partir de 0, alors d'apres le raisonnement par
récurrence ona: (‘v’n € N), U, <U,,, d'ou la suite (un) est croissante.

+ Exemple 2
Soit (u,) la suite numérique définie par : u,

Upyg = ;neN
1+2u,

. 1
1) Montrer que pour tout entier naturel nonnul n: 0 <u, < §

2) Montrer que la suite (un) est décroissante.

> Réponses
1
Montrons par récurrence que : Vne N*, 0 <u, < 3
e Initialisation
1 1 .y :
Pour n=1,ona: U = 3 donc O<u; < 3 Alors la propriété est vraie pour n =1
o Hereédité

1
Supposons que la propriété est vraie pour un entier n >1, soit O <u, < 5 (HR)

1
Et montrons qu'elle est vraie pour (n+1), soit 0 <uy,; < 3
Démonstration : Notons f la fonction associée a la suite (un ) définie sur l'intervalle | = }O ; 5} par:
X , . 1 , 1
f(x)= [Un+1 = f (u, )] La fonction f estdérivablesur | = |0;= | et f'(x)=——— . Donc
1+2x 3 (1+2x)

la fonction f est strictement croissante sur L.

1 1
D'aprés (HR)ona: 0 <u, < 3 et puisque la fonction f est croissante sur I, alors f (0)< f (u,)< f (§j

Alors O<U,,; <—<—;donc O<U,,; < % (remarquer que f(0)=0et f (%) = %).

ol
w|
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Par conséquent la propriété est héréditaire
e Conclusion
La propriété est initialisable pour n =1 et est héréditaire a partir de 1, alors d’aprés le raisonnement par

Y 2 4

1
récurrenceona: (Vn GN), O<u, Sg

2) Montrer que la suite (U, ) est décroissante.

LUy -up(I+2u,) 0 20f

un — — n

Soit neN.u ,—U = -u —
MO T ou, 1+2u, 1+2u,

Comme —2ur2] <0etl+2u,>0,alors U, —U, <0 donc la suite (un) est décroissante

3 - 7 - Egalités et inégalites

+ Exemplel

u, =1
Soit (Un) la suite numérique définie par : 0
Uy =U,+2n+3; nelN

1) Etudier la monotonie de la suite (un ) .

2) Démontrer que pour tout entier naturel n : u, > n?
> Réponse
1)Soit neN,ona: Uy —U,=U,+2n+3-U, =2n+3

Comme n >0 donc 2n+3>0 d'ou U, —U, >0 par conséquent la suite (U, ) est croissante.

2) Montrons par récurrence que: Vhe N, u,, > n?.
e Initialisation
Pour n=0,0ona Uy =1 et 02=0. Alorsla propriété est vraie pour N =0
o Hérédité
Supposons que la propriété est vraie pour un entier n >0, soit u,, > n? (HR)
. . 2
Et montrons qu'elle est vraie pour (n+1), soit U, 4 >(n+1)".
. . . 2
Démonstration : D'aprés (HR)ona: U, >N = U, +2n+3>n*+2n+3>n°+2n+1= u,,; > (n+1)

Par conséquent la propriété est héréditaire

e Conclusion
La propriété est initialisable pour N =0 et est héréditaire a partir de 0, alors d'aprés le raisonnement par
récurrenceona: (VneN), u, > n?

+ Exemple 2
, . 2
Démontrer que pour tout entier naturel N >6 : 2" >(n+1)
3¢ Réponse
Raisonnons par récurrence.
e Initialisation

Pour N=6,0ona: 2" =2%=64 et (n +1)2 = (6+1)2 =49, comme 64 > 49 alors la propriété est vraie
pour N=6.
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o Hérédité

" . . . 2
Supposons que la propriété est vraie pour un entier n > 6, soit 2" >(n+1)" (HR)

Et montrons qu'elle est vraie pour (n+1), soit 2" > (n+ 2)2 .
Démonstration : D'aprés (HR)ona: 2" >(n +1)2 = 2x2">2(n +1)2 — 2™ >2n%+4n+2

Pour montrer que 2" > (n+ 2)2 il suffit de comparer 2n” +4n + 2 avec (n + 2)2 et pour cela étu
le signe de 2n% +4n + 2—(n+ 2)2 =n? -2, puisque n > 6alors N> —2 >0 donc 2n® +4n+2> (n+ 2)2

Dloat 2™ >2n2 +4n+2> (n+2)”, Enfin 2" > (n+2)*

Par conséquent la propriété est héréditaire
e Conclusion
La propriété est initialisable pour N =6 et est héréditaire a partir de 6, alors d'apres le raisonnement par

récurrenceona: (VneN,n>6), 2" >(n +1)2

4 - Autre forme de la récurrence (récurrence forte)

Il existe d'autres exemples d'utilisation du raisonnement par récurrence ou la rédaction est un peu
différente que ce qu'on a vu jusqu’a maintenant. On va citer I'exemple d'une suite récurrente dont un
terme est défini en fonction des deux termes précédents (suite linéaire de second ordre)

+ Exemple
2
. : . Ug=—; U =1
On consideére la suite numeérique (un ) définie par: 5
Up,p =5U,,; —6U s NEN
; . . 2" +3"
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =
> Réponse
. 2" +3"
Montrons par récurrence que : Vhe N, U, = 5
e Initialisation
2 20430 2 2'+3
Pour n=0,ona: U, =— et u; =let =—=Uu, et =1=u,,
5 5 5 5

alors la propriété est vraie pour n=0et n=1.
o Hérédité
Supposons que la propriété est vraie pour un entier n et au rang (n +1), soit

on 3N 2n+1 +3n+1
n= et U,,; =———— (HR) et montrons qu'elle est vraie pour (n + 2), soit
2n+2 +3n+2
Uns2 = 5 :
2n +3n 2n+l +3n+1
Démonstration : D'aprés (HR)ona: U, = etu,,, =—— = U,,» =5U,,1 —6U,
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n+1 n+1 n n
_5 27 +3 _6 2" +3 :2n+1+3n+1_§><2n_§x3n: 2_9 2N 4 3_9 3"
5 5 5 5 5 5

4 9

——><2”+—><3”—22><2n+32><3”_2”+2+3”+2 2" 43m2
5 5

c c .Alors U, = c
Par conséquent la propriété est héréditaire
e Conclusion .
La propriété est initialisable pour n =0 et n =1 et est héréditaire a partir de 0, alors d'aprésle
2"+
5

raisonnement par récurrence on a: (Vn eN ), u,

4+ Exercice

On consideére la suite numeérique (un ) définie par : 2
Upp =Upy+t——UyNe N
n+2

Démontrer par récurrence que pour tout N € N* : 1< u, < n?

IT — Limites de suites

1 — Limite infinie

Définition
Soit (un) une suite réelle.

A Ondit que U, tend vers +oo lorsque N tend vers +oo, qu'on note lim u,, =+o0, si pour tout
N—>+00

réel strictement positif A, I'intervalle |A;+oo[ contient tous les termes de la suite (U, ) & partir
d'un certain rang.

Autrement dit : pour tout A > 0, il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel
n=N,ona u,>A

A Ondit que U, tend vers —o lorsque N tend vers +oo, qu'on note lim u,, = —o0, si pour tout
N—+00

réel strictement positif A, l'intervalle ]—oo; —A[ contient tous les termes de la suite (un ) a
partir d'un certain rang.

Autrement dit : pour tout A > 0, il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel
n>N,ona u, <-A

% Illustration
Soit (un ) la suite dont le nuage des points (n; un), 14 e
ne N est représenté ci-contre.

Par lecture graphique si on prend A =4 alors
pour tout N>5ona:u, > A

Etsi A=8,alorspourtout n>10 ona:u, > A.. s

Si on prend un réel quelconque A > 0, on trouvera

un entier naturel p tel pour tout entier naturel n> p ez40 ARaSEy JEERT JEaRLARSL S L RN SR L SRSLIREC.)
-2
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ona: U,>Aalors lim u, =+
N—+00

% Suites de référence de limite infinie

2 — Limite finie

lim n =+ lim n? = 4o
N—>-+00 N—>-+00
lim n® = 40 lim np:+oo(peN*)
N—-+o0 N—>+o0
lim +/n = +o0
N—+00

Définition
Soit (un) une suite réelleet L e R.

certain rang.

n>N,ona |u,—-L|<e

nN—+00

On dit que U, tend vers L lorsque n tend vers +oo, qu'on note lim u, =L, si pour tout réel

strictement positif ¢, I'intervalle |L—¢;L +¢[ contient tous les termes de la suite (U, ) & partir d'un

Autrement dit : pour tout réel € > 0, il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel

Théoreme

Soit (un) une suite réelle et L et L' deux réels.

Si U, tend vers L et tend vers L’ lorsque N tend vers +oo,alors: L = L'

Autrement dit : si une suite admet une limite alors cette limite est unique

% Illustration

Soit (un) la suite dont le nuage des points (n; u, ) ne N est représenté ci-dessous :

1+0,2 o
1
1-0,2 .
2 -1 0 1 2

La suite (un ) semble tendre vers 1. Si on prend € = 0, 2on constate que tous les points du nuage de

points représentants la suite sont situés sur la bande entre les droites d'équations y =1-0,2 et

y =1+0,2a partir durang3

% Suites de référence de limite finie

lim 1:0 lim %:0
n—-+oo N n—+wo N

lim = =0 lim = =0 (peN’)
n—+o N N—+wo N

. 1

lim —==0
n—>+w1/n

15
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Définition

Soit (U, )nzno une suite numérique.

= Dire que la suite (un )n>n est convergente signifie qu'il existeL € R tel que: lim
=0 N—+00

= Dire que la suite (un )n>n est divergente signifie qu'elle n’est pas convergente.
=0

Autrement ditsi lim u,, = £ooou bien sa limite n'existe pas
N—+00

3 — Limites et opérations sur les suites

3 — 1 - Limites de la somme de deux suites

Théoreme
Soit (un) et (Vn) deux suites numériques. Alors :
lim u
N L L +00 —o0 +00
limv -
noow N L +00 —00 +00 —0 —00
lim (u, +v . Forme
s +0O( n n) L+L +00 —o0 +00 —o0 indéterminée
3 — 2 — limites du produit de deux suites
Théoreme
Soit (u, )nZno et (v, )nan deux suites numériques. Alors:
lim u, L L>0o0u+o L<0Oou - 0
N—+oo
limv -
Ny M L +00 —o0 +00 —o0 +o0
lim (u, xv < L' Forme
n—>+°0( V) LxL o — — o indéterminée
4+ Exemples
Calculer les limites suivantes : lim n? +\/ﬁ+5 : lim n>-n+5 : lim \/ﬁ—n
N—>+00 N—+00 N—+c0

3¢ Réponses
. 2
e limn +\/ﬁ+5=+oo+oo+5=+oo

N—-+o0
e lim n*-n+5="+c0—o"(FI)
N—>+o0
) »[n-=n+5) ,(n> n 5 (., 1 5
Onan“—-n+5=n° ——— |=n"| 5 ——+— |=n"|1-=+—
n n n n n n
lim n? = +o0
N—>+00 . ) )
Comme alors par produit des limites

lim 1—1+%:1—0+0=1

N—+0 N n

lim N2 —n+5=+oox1= 4w
n—+00

e lim Vyn—n="+w—c0"(FI)

N—-+00
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lim n=+w
\/ﬁ N—>+o0
Ona \/ﬁ —Nn=n| —-1|.Comme alors par produit
n lim ——1——1

N—>+00 A /

lim \/ﬁ—n:+oo><(—1):—oo

N—>-+00

3 — 3 — Limites du quotient de deux suites

Théoreme
Soit (Un) et (Vn) deux suites numeériques. Alors :
nILTwu” L L>0ou+o0 L<0ou-wx 0 oo
limv ' - -
N " L'#0 0* 0 0* 0 0 oo
lim Un E Forme Forme
n—>+o| V L oo — — o indéterminée | indéterminée
+ Exemples
. . _2n+3 . 3n-n+1 . n®-2n-3
Calculer les limites suivantes: lim ; _ _
n—+o 5N =1 n—>+o 2N+6 n>+o 6n* +7
2n+3 ,, +oo
o i ="—"donc (FI)

n—+o 5N -1 +00

3 3
Pf(2+j 24—
on _2n+3 n)_ " 'n

a: = =
_ 1
5n—1 ﬁ(5_1) 5 1

n n
lim 2+§=2
n—+o0 n . 2n+3 2
Comme alors lim =—
) 1 n»+o5n-1 5
lim5-==5
N—+0 n
2
o i 3n n+1:,,+oo,,(F|)
n>+o 2N+6 +00
1 1 1
3——+ nf3—-—+—=
Ona_3n2—n+1 ( n nj ( n nzj
' B - 6
2n+6 n(2+6j 2+—
n n
. 1 1
lim n| 3——+— |=+0 )
N—>-+o0 n n . 3n“—n+1 +oo
Comme alors lim = =400
. 6 n>+o 2N+6 2
lim2+—=2
N—+o0 n

3
. Ilrnn 42n 3="+OO"(FI)
N>+ B6N" +7 +00
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3 2 3 2 3
3 o n (1—2—3j 1-5-—3
Ona:n 42n 3: n 7” —_n 7“
6n” +7 n4(6+4j n(6+4j
n n
lim 1—% —% =3 3
N>+ N n .. n"=-2n-3
Comme - alors lim —— = 0
lim n(6+—4j=+00 n—>+o ONn° +7
N—+o00 n
3 — 4 - Les formes indéterminées
Les formes indéterminées
+00 0
+00 0 ( )
Remarques

Lors d'un calcul de limites, avoir une forme indéterminée ne signifie pas que la limite n'existe
pas, mais seulement que la procédure appliquée n'est pas la bonne et dés qu'on applique la bonne
procédure on trouve le résultat.

La technique utilisée dans la plupart des cas pour lever une forme indéterminée consiste a
factoriser

Il existe d'autres techniques pour lever une indétermination

4 - Limites par comparaison et par encadrement

4 -1 - Limites et ordre

Théoréme
Soit (un)nZno et (v,n)nZnO deux suites numériques

*(uy) ., convergente _
° alors lim u, >0

* (AN e N)(Vn>N);u, >0 N—+o0
n
* (un)nZno convergente
: “ i
* (vn)nan convergente alors nILToou“ < nl_'>TooV”

(3N eN)(Vn>N);u, <v,

4 - 2 — Limites par comparaison

Théoréme de comparaison
Soit (un)nZnO ,(vn)nan et (w,) . trois suites numériques et L e R

* (AN eN)(¥vn>N); u, >v,
alors  lim u, =+

* |im V, =400 n—+o0
nN—+o0
[« (3N eN)(Vn>N); u, <v,
: alors  lim u, =—o0
e lim v, =—o0 N—>+00
N—+00

18

https://www.dimamath.com




Terminale spécialité Maths S.EL JAAFARI
Chapitre 1: Raisonnement par recurrence — Limites des suites
https://www.dimamath.com

« (AN eN)(Vn>N); |u,—L|<w,

alors limu,=L

ee [im W, =0 N—>-+o0
N——+o0
#x (IN e N)(Vn>N); w, <u, <V, _
> i . alors lim u, =L (théoreme des gendarm
k% [im w, = lim v, =L N—>-+o0
N—+o0 n—+o0

+ Exemples
Calculer les limites suivantes :
) ) ) . h+cos(—n+2 )
lim n+3+2cos(n2+5) ; limsin(3n)-n® ; lim ( ) ; lim n+(-1)"

N—+oo N—+oo N—+o0 n+ n—+o0

= lim n+3+ 2cos(n2 + 5) ne peut étre calculée par la méthode directe.

N—+00
On sait que

—1§cos(n2+5)£1<:> —2§2003(n2+5)£2<:> n+3—2£n+3+2005(n2+5)£n+3+2

N n+1£n+3+2cos(n2+5)£n+5

Comme lim n+1=+o0 alors d’aprés un théoréme de comparaison on a:
N—+o00

lim n+3+ ZCos(n2 +5) =+

N—+00

= lim sin(3n)— n? ne peut pas étre calculée par la méthode directe.
N—+o00

Ona:-1<sin(3n)<1l< -1-n®<sin(3n)-n®<1-n’

Comme lim 1-n? = -0, alors lim Sin(3n)—n2 =0
N—>+o0 N—>-+o0

n+cos(—n+2)

= |im ne peut pas étre calculée par la méthode directe.

N—-+00 n+
Ona:-1<cos(-n+2)<l< n-1<n+cos(-n+2)<n+1

n-1_n+cos(—-n+2) n+1
< <

n+3 n+3 " n+3
. n-1 . n+1 . .
Comme lim ——==1 et lim ——= =1, d’aprés le théoréme des gendarmes
n—o+o N+ 3 n—>+oo N +

. n+cos(—n+2)

lim =1
N—+o n+3

= limn+ (—1)n ne peut pas étre calculée par la méthode directe.

N—>+00

ona:-1<(-1)"<le n-1<n+(-1)" <n+1
Comme lim n—1=+oo donc d’aprés un théoréme de comparaisonona: lim n+ (—1)n =400

N—+o0 N—>-+o0
Remarque
# Leslimites: lim cos(n+1); lim sin (2n5 +n+ 2) n'existent pas

N—>+o0 N—>+o0

# Lalimite lim (—1)” et lim (—a)n,lorsque a > 0, n'existent pas
N—>+o0 N—>-+o0

5 — limite d'une suite géométrique
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Théoreme
Soit (un)

5, une suite géométrique de raison q et de premier terme U, * 0. Alors:
=0

Valeurs de q q<-1 -1<q<1 q=1 q>1

H n
lim g N’existe pas 0
N—+00

Signe de Uy, - - - u, >0

g

lim u,

am N'existe pas 0 Up, +00 —00

+ Exemples
Calculer les limites suivantes :

lim (%)n ©lim (-%)n Ctim (V2)' 0 lim (<20)" 5 lim 3><(an Clim (-1)"

N—>-+o0 N—>-+o0 N—-oo

S

n
lj =0 car—1<1<1
3 3

n
—gj =0 car —1<—z<1
5 5

= |im (\/E)n:+oo car V2 >1
(

—10)n n'existe pas car —10< -1

n
3
|
|
N—"

6 — Utilisation du conjugué pour calculer une limite

Proposition 1
Soit (un) une suite réelle a termes positifs et L un réel positif.

* Si limu, =L,alors lim Ju, =JL

N—>-+o0 N—>-+00
* Si lim u, =+o0,alors lim \Ju, =+
N—>+00 N—+00

4+ Exemples

. _ . . [2n®+n+1 . [1+e"
Calculer les limites suivantes: lim \/3n2 -n+5 ; Iim,/—— ; |lim
N—>+o0 N—>+o0 3n+5 n>+o \ " -3

3¢ Réponses

e Ona: lim 3n>=n+5= lim 3n% = +o0, alors lim 4/3n°> =n+5 = +w

N—>+00 N—>+00 N—+00

. 2n+n+1 . 2n® . 2, . [2n®+n+1
e Ona: Iim — = lim —= |lim =n° =+o0, alors Ilim ,[—— =+
n—+o 3N+5 n—+wo 3N n—>+0o 3 N—>+00 3n+5
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. +en . en e
e Ona: lim = lim = lim =1

n—+o " — 3 n—>+wé{(1_3j n—>+ool_i
n

e e"

Car lim i:Odonc lim i+1=1et lim 1—3:1

n—+oo @" N—>+o0 @" N>t @

Proposition 2

Soient (U, ) et (V,) deux suites a termes positifs telles que lim u, = lim v, =+ , alors:
N—>+00 N—+00

lim \/Q—\/’_nliryw\/f f

+ Exemples1
Calculer les limites suivantes :

lim Vn+1-+/n: lim vYn?+3-n: lim 2n+1—+4n%+1: lim 2n+1
N>+ N>+ =490 N>+ \/3n +n+4-— \/Sn +n+7

3¢ Réponses

e limJn+l-n="+00— o"(FI) Pour lever cette indétermination multiplions par le conjugué :

| N O N O I e
a:n+l—n= Jn+l+vn " Un+lin Jnilivn

Donc InI_I)rPOO\/n+ \/ﬁ—nl_lglw\/ﬁ+\/_—0 car nI_I>Too n+l+\/ﬁ=+oo

o lim+n?+3-n="+ow-o" ( Fl ) Pour lever cette indétermination multiplions par le conjugué :

(e

2 2
Ona:\/n2+3—n: = n“+3-n = 3
\/n2+3+n \/n2+3+n \/n2+3+n

] ] 3 .
D lim Vn?+3-n= lim ——— =0 lim Vn>+3+n=+
o o 2 rgan e %

e lim 2n+1- 4n2+1:"+oo—oo"(FI) Pour lever cette indétermination multiplions par le
nN—+00
(2n —/4n? +1)(2n +/4n? +1) an? — an? -1
conjugué:Ona: 2n +1-+/4n? +1= +1= +1
2n++/4n? +1 2n++/4n? +1
1
—1—
2n++4n? +1

) ] 1
Donc lim 2n+1—+/4n®+1= lim 1— =1 car

n—+o0 n—-+o0 2n+ /4n2+1

1

lim 2n++/4n° +1 = +oo donc lim =0
N—+o0 n—>+002n+\/4n +1
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2n+1 +00
° lim

N>+ /302 + 1+ 4 —/3n2 fne7 oo
par le conjugué :

" ( Fl ) Pour lever cette indétermination multiplions

Ona:
on 41 (2n +1)(\/3n2+n+4+\/3n2+n+7) (2n +1)(\/3n2+n+4+ )
V3nZ+n+4-3n%+n+7 -3 3
2n+1
Donc |lim =—0
”_>+°°\/3n +n+4— \/3n +n+7
+ Exemple 2
Calculer les limites suivantes: lim vn>+n+1—n ; lim v4n®>+3n+1-2Jn®+n+1

N—+00 N—>+o0

e limyn®+n+l-n="+o00-"(Fl)

N—+00
\/n2+n+1—n)(\/n2+n+1+n)
Ona:\/n2+n+1—n:( :%+n+1_y/:
Jn2+n+1+n Jn2+n+l+4n  n?+n+l+n

n(1+1j n(1+1) yr(1+lj 1.1
n _ n _ n _ n

B - 1 1 11
n 1+1+i +n nl+=+5+n n 1+1+i+1 I+=+5+1
n n2 N n n n2 N n

lim 1+£=1

N—>+o00 n . 1
Comme alors lim \/n2+n+1—n:—
i 1 1 N—>+00 2
lim 1+—+—2 +1=2
N—>+00 N n

o lim \/4n2+3n+1—2\/n2+n+l:"+oo—oo"(|:|)

nN—+00

n+1

4n* +3n+1-4(n”+n+1 o
Ona:\/4n2+3n+l—2\/n2+n+1= noeen (n Y ) _ n-3

Jan? +3n+1+2dn2 +n+1  Van?+3n+1-2n2+n+1

= oo

n/4+ + +n><2 l+ +— {\/4+ +1+2\/1 1+1J \/4+3+12+2\/1+1+12
\ n n n? n n n n

lim —1—§:—1 .
Nn—+o0 n .

Comme { alors lim v4n?+3n+1-2Jn?+n+l=—=
. 3 1 1 1 N—>+00 4
lim J4+—+—=+2 1+—+— =4
N—>-+00 n n n n

Remarque

On peut utiliser la multiplication par le conjugué seulement lorsque dans le produit du terme avec son
conjugué I'exposant dominant disparait sinon il faut avoir recours a une autre technique.
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+ Exemples

Calculer les limites suivantes : lim v3n2+n+2-2n ©  lim Yn?+3n+2—+2n2+n+1
N—+o0 N—+o00

e lim v¥3n*+n+2-2n="+w0—w"(FI)

nN—+00

2
Ona: (\/an +n+2) —(2n)2 =3n? +n+2-4n? =—n? + n+2 donc n? n'a pas disparu, donc

calculer cette limite il suffit de factoriser par n.

3n2+n+2—2n=n/3+3+3—2n:n[ /3+3+3—2J.
n n n n

lim n=+w

N—>+00 . 2 2-2 (\/§ 2) ( )
Comme alors lim v3n“+n+2-2n= —2)x(400) = —0

lim \/@_2:@_2 >0

N—>+00 n n

e lim Yn2+3n+2-V2n2+n+1="4o0—o0" (FI)

N—+00

On remarque que n? dans les deux quantités n’'a pas le méme coefficient donc on utilise la factorisation

\/n2+3n+2—\/2n2+n+1=n\/l+§+£2—n\/2+l+i =n(\/l+§+£—\/2+l+i}

Comme
lim n=+o0
N—+00
3 2 1 1 alors  lim \/n2+3n+2—\/2n2+n+1=(1—\/§)x(+oo):—oo
lim \/1+—+—2—\/2 _+_2=1_\/§ N—>-+0
nN—+0 n n n n

7 - Convergence des suites monotones

Définition
Soit (U, ) une suite réelle.

A On dit que la suite (Un) est majorée si, et seulement s'il existe un réel M tel que :
VneN,u,<M

A On dit que la suite (U, ) est minorée si, et seulement s'il existe un réel m tel que :
vneN,u,=zm

A On dit que la suite (Un) est bornée si, et seulement si elle est majorée et minorée

Théoréme 1
* Siune suite est croissante et majorée, alors elle est convergente
* Siune suite est décroissante et minorée, alors elle est convergente

Remarques
¢ Lethéoreme précédent affirme l'existence de la limite, mais ne donne pas la valeur de la limite
¢ Siune suite (Un )n>n est croissante et majorée par le nombre M, alors lim u, <M
=0 N—+o0

¢ Siune suite (Un) . est décroissante et minorée par m, alors limu,>m
0

N—+00

n=
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¢ Siune suite est croissante, alors elle est :

» Soit majorée et convergente

» Soit non majorée et divergente vers +oo
¢ Siune suite est décroissante, alors elle est :

» Soit minorée et convergente

» Soit non minorée et divergente vers —o

Corollaire

= Toute suite décroissante et positive est convergente etona: lim u, >0
N—+o00

= Toute suite croissante et négative est convergenteetona: lim u, <0
N—+00

Theéoreme 2
» Toute suite croissante et non majorée, est divergente vers +oo
» Toute suite décroissante et non minorée est divergente —o

+ Exemplel
1) On considére la suite numérique (U, ) définie par: 2

Upyg :gun -1 neN

a) Montrer que pour tout entier naturel n, U, > -3
b) Etudier la monotonie de la suite (Un)
c) En déduire que la suite (U, ) est convergente

2) Pour tout entier naturel n, on pose V, =U, +3

: L .2
a) Montrer que la suite (Vn) est une suite geometrique de raison §

b) Déterminer 'expression de V,, et de U, en fonction de n

c) Calculer lim u,
N—+0c0

8 - Limite de suites définies par des fonctions

8 — 1 - Limite d'une suite de la forme v, = f (u,)

Théoreme
Soit f une fonction continue sur un intervalle ], et soit une suite (un )n>n . On considere la suite

(Vn),», définie par:(vn>ng); v, = f(u,).
*(AN eN)(Vn=N);u, €l
Si<* limu,=L alors lim v, = f (L)
n—+o0 N—>+00
* f est continue en L

8 — 2 — Limite d'une suite de la forme u,,, = f (u,)
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Théoreme
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et (Un )n>n une suite numérique définie par :

Uy = f (un)

Si

« f est continue sur |
. f(l)cl
Uy €l

- (up )nZno est convergente

=0

alors sa limite est solution de I'4quation f (x)=x
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