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1 — Généralites
1-1- Mode de génération d'une suite

¥ suites définies par une expression explicite 4 2
Soit (u,, ) _, une suite numérique ot I ={neN/n> p} (peN). Lasuite (u,) _ estdite < do{ihlies r une

nel
expression explicite » s'il existe une fonction f définie sur l'intervalle [ p; +oo[ telle que:

(Vn S [),'un :f(n)
Exemples :

. e s 2n—1 1
Les suites (u, ) définies par:u, =n* —n+1; u, = = =, =3y 260S£ ] .. sont
n+

des suites explicites

¥ Suites récurrentes
Soit (u, ), _, une suite numérique ot/ ={neN/n>p} (peN).Lasuite (u,) _, estune suite récurrente

si elle est définie par la donnée de I'un de ses termes et une relation de récurrence donnant chacun de
ses termes en fonction des termes qui le précédent

Exemples :
vo =0
Les suites définies par : (u, : (v, ) 2v, +1 et
o e O 2

w, =0et w, =—1

1 . ,

(w,): { 0 sont des suites récurrentes.
Wyp =2w, +3w, ne

1 - 2 - Suites majorées — Suites minorées — Suites bornées

Définitions
Soit I ={neN/n>ny} ol ny e N et une suite numérique (u, ) _, -

Dire que la suite (u, ) _ est majorée signifie que : (3M e R)(¥nel):u, <M .Le nombre réel M est

appelé « un majorant de la suite (u,) _, »

Dire que la suite (u, ) _, est minorée signifie que: (3meR)(¥nel);u, >m . Le nombre réel m est

appelé « un minorant de la suite (u,) _ »

Dire que la suite (u, )nEI est bornée signifie que : [El(m; M)e RZ}(Vn el);m<u, <M

Remarques:
1/ Soit (u, ) _ une suite telle que : (Vn €1),;u, = f(n) . Pour montrer que (u,) _ est majorée par M sur |

(respectivement minorée par m sur I) il suffit de montrer que la fonction f est majorée par M sur un

intervalle contenant I (respectivement f minorée par m)
2/ Soit (u,) _ telle que :(Vnel);u,,, = f(u,).Pour montrer que (u, ), ., est majorée par M sur I

(respectivement minorée par m sur I), on raisonne généralement par récurrence

Exemples :
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1/ Soit (u, )la suite définie par :(Vn e N), u, = 2n +13 . Montrer que :(VneN);2 <u, <3
n+
Soit f la fonction associée a la suite (u, ) définie sur R* par: f (x)= 2x +13 .Lafonction f est «
X+

dérivable sur R*etona: f ’(x) =—

> Comme (‘v’x € R*);f’(x) <0,alors f est stricte

(x+1)
décroissante sur R* D'ou (Vx = R+); lim f(x)<f(x)</(0)etparsuite 2< f(x)<3.Par conséqu

X—>+00

(‘v’neN);2<un <3.

Théoreme
Une suite (u,) _, est une suite bornée <> (IM >0)(Vnel);ju,|<M

1 - 3 - Monotonie d'une suite numeérique

Définition
= Unesuite (u,) _ estcroissante si, et seulement si, (v(n m)el’ ) n<m=u, <u,
 Une suite (u, )nE ,est décroissante si, et seulement si, (V(nm) el’ ) n<m=u,>u,
= Unesuite (u,) _ eststrictement croissante si, et seulement si, (V(n m)el’ )n <m=u,<u,
 Une suite (u, )ne ,est strictement décroissante si, et seulement si, (V(nm) el’ ) n<m=u,>u,

 Une suite (u, )ne ,est constante si, et seulement si, (v( n;m)e 1> ) u, =u,

Théoreme

est croissante < (Vn e ), u,,; —u, >0

est strictement croissante < (Vn el);u,, —u,>0

est strictement décroissante < (Vnel);u,,, —u, <0

()
()
> (u,),_ estdécroissante < (Vnel),u,
()
()

est constante < (Vnel);u,,, —u, =0

Remarque
1/ Si (u, ), _,est définie par : (Vnel);u, = f(n) alors la monotonie de la suite (u,) _ estlaméme que

celle de la fonction f sur l'intervalle [ p;+oof

2/ Si (u,) _ estune suite récurrente telle que (Vn € 7);u,,, = f(u,) alors les monotonies de la suite

(u, )ne et de la fonction sont, en général, indépendantes.

Exemples

- . L Lo - 1 3 ., ~ - & 4 -
1/ Soit la suite (un )nzl définie par: (Vn eN *);un = — . La fonction associée a cette suite est f définie
n
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sur 0, +o0[ par f(x):l qui est strictement décroissante sur |0;+o[, alors la suite |0, +oo est
X

strictement décroissante.

2/ Soit (v,) la suite numérique définie par : 1
Vo = EV” -LneN

a/ Montrer que :(VneN);-2<v, <1
b/ Etudier les variations de la suite (v, )

Réponse :
En effet pour la question a/ on I'a déja résolu précédemment. (voir exemple précédent)

1

b/ Soit neN,ona:v,,  —v =5V ——1-v, =—%(vn +2) .Comme on v, +2>0 et —%<0 alors

n
Vi1 —V, <0 . Alors la suite (v, ) est strictement décroissante

2 — Suites arithmeétiques

2 - 1 - Comment reconnaitre une suite arithmétique ?

Définition :
Une suite (un )n>n est arithmétique si, et seulement sj, il existe un réel r tel que U,,; —U, =T pour
=0
tout entier naturel n» > p . Autrement dit :

(un)nZnO est arithmétique < (Elr S R*)(Vn eN,n>ny);Up,, —U, =T

La constante r est appelée « la raison de la suite arithmétique(un )n>n »
="

Exemples
1) La suite (u, ) définie par: (VneN), u, =3n—-2 est une suite arithmétique de raison r =3 et de

premier terme Uy =—2 carona: (VneN), Uy, U, =3(n+1)-2—(3n-2) =31 +3- 2 - 3 + Z =3
Ug =1 .

2) Soit (uy, ) la suite définie par : 0= U et la suite (v, ) définie par: v, = " (VneN)

1+2u, n

a) Calculer u;, Uy, vy, V; et v,

b) Montrer que la suite (Vn) est arithmétique dont déterminera la raison

Réponse

a) ulzé, U =%, Vo=1v,=3etv,=5

b)Ona:vnﬂ_vn:L_i: 1 1 _1+2u, 1 _1+2u, -1 2u,
u u, Us u u u, up, Uy

1+2u,

n+1 n n n

Donc (V, ) est une suite arithmétique de raison r = 2.

2 - 2 - Expression du terme général d'une suite arithmétique

| Théoréme :
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Soit (“n )n>n une suite arithmétique de raison r et p un entier naturel tel que p >n,. Alors:
=0
* (YneN,nxny);u,—u, =(n-p)xr

* (VYneN,n>ny);u,=u,+(n-p)xr

Exemples
1) Soit (uy, ) la suite arithmétique de premier terme U, =3 et de raison r =-2.

a) Calculer u, en fonction de n

b) En déduire les valeurs des 5 premiers termes de la suite (un ) :
2) Soit (v, ) la suite arithmétique telle que vy, =17 et vy =—7

a) Déterminer la raison r de la suite arithmétique (v, )

b) Déterminer Vv, en fonction de n

c) Calculer vy, Vi, €t Vi

Réponses
Corollaire 1

Soit (U, ) une suite arithmétique de raison r et de premier termeu, . Alors :

(YneN);u, =uy+nr

2 — 3 - Somme des premiers termes d'une suite arithmétique

Théoréme
Soit (u,) . une suite arithmétique.
2 n U, +Uy,
V(n;p)eN° telsque n>n, et p>ny,alors > U, =(n—p+1)x 5

k=p

Corollaire 1

Soit (un) une suite arithmeétique, alors : (Vn € N); i u, = (n +l) Ug '|2‘Un
k=0

Corollaire 2
n(n+1)

(VneN*); 1+2+3+...+n= 5

Exemples
1) Soit (un) la suite arithmétique de raison r :% et Ug =5.

a) Calculer u,

b) Calculer Uy,

c) Calculer la somme S =Ujy +U; +...+ U3

2) Soit (v, ), ., la suite arithmétique telle que vs =11 et vy, =115

31
Calculer la somme S'= ) v,
k=5
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2 — 4 - Propriéteé caractéristique d'une suite arithmeétique

Propriété :( caractérisation d'une suite arithmétique)

Soit (un )nzno une suite numerique.

. . s . _ Uy +tUnp
(un )nZnO est une suite arithmétique < (Vn eN,n> no),un+1 ==

Conséquence
Soit a, b et ¢ trois nombres réels.

atc

a, b et ¢ sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d'une suite arithmétique < b =

2 — 5 — Monotonie d'une suite arithmétique

Théoréeme
Soit (un )n>n une suite arithmétique de raison r. Alors :
=0
. (Un) est strictement croissante < r >0
n>n,
. (un )n>n est strictement décroissante < r <0
=0
. (un )nzno est constante <7 =0
Exercice
On consideére la suite (u, ) définie par : uy -1, et la suite(v, ) définie par :
= ne
n+1 u, + 2
1
(YneN);v, = .
u, -1

1/ Montrer que la suite (vn ) est arithmétique dont on déterminera la raison
2/ Exprimer v, en fonction de n

3/ Exprimer u, en fonction dev,, puis en fonction de n

n
4/ Calculer, en fonction de n, la somme S, = >V,
k=2

3 — Suites géomeétriques

3 — 1 - Comment reconnaitre une suite géomeétrique ?

Définition

Une suite (Vn) est géomeétrique si, et seulement sj, il existe un réel non nul q tel que
0

nzn
Vhi1 = 0 XV, pour tout entier naturel » 2 n,. Autrement dit :

(Vy )nzno est géométrique <> (Hq € R*)(‘v’n eN,n>ny);Vp, =0xV,.

Le nombre réel q est appelé « la raison de la suite géométrique (Vn )n>n »
=10

Remarque
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. . , .. * V.
On peut aussi dire que (Vn )n>n est géometrique < (Elq eR )(Vn eN,n> no)3 il — g
>n, v

n
Exemples

Parmi les suites (u, ), (v,) et (w,) définies par: (VneN), u,,;—5u,=0;v, = 2% 32 -

Laquelle est une suite géométrique ? Justifier les réponses

Réponses
= Pour la suite (u,),ona: Uy, —5u, =0 < u,,; =5u, . Alors la suite (u, ) est géométrique de raison
g=>5
= Pourlasuite (v,),0na: vy, =2x3*MVH =233 = 2% 3™ 32 =y, 9. Alors la suite (v, )est

géomeétrique de raison q=9.
= Pourlasuite (W,),ona wy, =1+2"=2; w, =1+2" =3 et w, =1+2° =5
W, W. w, 3  w, 5 :
Comparons — et —=.0na: —=— et — ==, Comme §¢ E alors la suite (W, ) n'est pas
W, W w, 2 w 3 2 3
géomeétrique.

3 — 2 — Expression du terme général d'une suite géométrique

Théoreme.

Soit (Vn )nzno une suite géométrique de raison q et soit p un entier naturel tel que p 2 n,. Alors:

+ (VneNnx=ny);v, :vpxq“‘IO

Corollaire
Soit (V,, ) une suite géométrique de raison g # 1 et de premier terme v, . Alors :

+ (VneN);v, =vyxq"

Exemples

1) Soit (Vn) la suite géomeétrique de premier terme V, =3 et de raison = J2.
a) Déterminer Vv, en fonctionde n.

b) En déduire Vvs; Vg €t v,

2)

3 — 3 — Somme des premiers termes d’'une suite géomeétrique

Théoréme
Soit (V,) __ une suite géométrique de raison g e R* —{1}.
n>n,
) n 1— qn—p+1
V(n;p)eN” telsque N> Ny et p>ng,alors 3"V =V, +V,,q+...+V, =V, XT
k=p -

Corollaire 1

Soit (vn )n2n0 une suite géométrique de raison q e R" — {1} .Alors:
n 1_ qn+1
vneN telsque n= no , ka :VO +V1+V2 +...+Vn :VOXﬁ
k=0 -
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Corollaire 2

(Vae R\{1})(vneN);1+q+0° +...+q" _1-9

3 — 4 — Propriété caracteristique d'une suite géométrique

Propriéteé caractéristique d'une suite géomeétrique :
Soit (V)

une suite numeérique.
nxn,

(Vy )nzno est géométrique <> (Vne N,n>ny); (Vn+1)2 =V, XV,

Conséquence
Soit a, b et c trois nombres réels.

a, b et ¢ sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d'une progression géométrique < b* =axc

3 — 5 — Monotonie d'une suite géomeétrique

Théoreme
Soit ( v, )n>n une suite géomeétrique de raison g # 0 et de premier terme Vy, - Alors:
=70

q q<0 0<g<l qg=1 g>1
Signe de
9 - v, >0 v, <0 - v, >0 v, <0
vno 0 0 0 0
Monotonie Ni
croissante .. . ) ..
de Ni Décroissante | Croissante | Constante | Croissante | Décroissante
\%
( ")”2”0 décroissante
Exemple:
1
Vl -
Soit (v,) _. et (w,) _, les suite définie par : 2 et (Vn € N*) = =
nJnz1 nJnz1 par- Wat2 v 42
‘N e

V= ,

ni v, +4
1/ Montrer que la suite (Wn )n>] est géomeétrique dont on déterminera le premier terme et la raison.
2/ Exprimer w, en fonction de n, pour tout ne N

3/ Exprimer v, en fonction de w, , puis exprimer v, en fonction de n.

n
4/ Calculer en fonction de n, la somme S, = >’ w, .
k=2

4 — Suites arithmeético-géomeétriques

4 - 1 - Comment reconnaitre une suite arithmético-géomeétrique ?

Définition
Soit (un) une suite numeérique et a et b deux nombres réels.

On dit que la suite (un) est une suite arithmético-géomeétrique si elle est définie par un premier terme

et la relation de récurrence U, = au, +b
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Exemples
= Lasuite (V, ) définie par : est une suite arithmético-géométrique.
n+1 -
. bo—10000 . .
» Lasuite (bn ) définie par: est une suite arithmeético-géomeétrique.
b,,; =0,95b, +1000 .

Remarques

o Sia=leth=0,lasuite (u,)est une suite arithmétique de raison b.

e Siazx0etb=0,lasuite (un ) est une suite géométrique de raison a.

4 — 2 — Représentation graphique d'une suite arithmético-géomeétrique

Pour représenter graphiquement dans un repére orthogonal sur I'axe des abscisses les termes d'une
suite arithmético-géomeétrique définie par la relation de récurrence U,,; = au, +b, on considére la

fonction numérique f définie par f (X) =ax+b.

Exemple

On reprend I'exemple de la suite (Vn) définie par : 1 .
Vi = EV” +1

On trace dans un repére orthonormé la représentation graphique de la fonction f définie par

f (x) = E X+1 et la droite d'équation Yy = X puis on place V,; =1 sur I'axe des abscisses : on obtient une

figure comme la suivante

U2 U3

4 - 3 — Suites arithmeético-géomeétriques et suites géometriques associées

Proposition

Soit (un) une suite arithmético-géométrique définie pour tout entier naturel n par: U, ; =au, +b ou

b
aetb sontdeuxréelstelsque a=letb=0 et (x:1—.
—a
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Alors la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n par: Vv, =U, —a est une suite géométrique de

raison a

Remarques

= Lasuite (V,) estla suite géométrique associée a la suite arithmético-géométrique (U

= Siu,, =au,+balors v, =U, ——— est une suite géométrique de raison a.
Exemple
On considere la suite (Un) définie par : 1 . La suite géomeétrique associée a (un ) est définie
Upyp =7 Up +
2
b 1 .
par:V,=U,———=U, =U, —2 apour raison 0,5.

1-a " 1-05
Alors Vne N, v, =V, x0,5" =-1x0,5" =-0,5" donc Vne N, u, =v,+2=2-0,5"

4 - 4 — Expression d'une suite arithmético-géométrique en fonction de n

Proposition
Soit (Un) une suite arithmético-géométrique définie pour tout entier naturel n par: U, ; =au, +b ou

b
aetb sontdeuxréelstelsque a=letb=0et o= T a Soit (v, ) définie par v, =u, —a., la suite
—da

géomeétrique associée a la suite (un ) . Alors :

* VneN, v, =y,xa"

b
* VneN,u, :1—+v0><an
~a

Exercice

Au 1* janvier 2018, une association comptait 2500 adhérents. Une étude a permis de modéliser
I'évolution future du nombre d’adhérents de 'association.

Chaque mois:

A 4% des adhérents de I'association ne renouvellent pas leur adhésion.
A 80 nouvelles personnes adhérent a I'association.

1) On note U, une estimation du nombre d’adhérents de l'association N mois apres le 1* janvier 2018.
Justifier que la suite (U, ) définie par Uy = 2500 et pour tout entier naturel n, u,; =0,96u, +80

modélise 1'évolution mensuelle du nombre d’adhérents de 'association.
2) Résoudre 'équation 0,96 x+80 = X

3) On consideére la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n, par: v, =u, —20.
a) Démontrer que (Vn) est une suite géomeétrique dont on précisera le premier terme et la raison
b) En déduire une expression du terme général U, en fonction de n.

4) Etudier le sens de variation de la suite (Un)

9 https://www.dimamath.com



