2eme BIOF SM Bac blanc n°5 S.EL JAAFARI

https://www.dimamath.com
#

Exercice 1

Soit p un nombre premier telque: p = 5[6] et p>3.
On considére dans N** I'équation (E ): x4yt = p(l+xy).
Soit (x,y) € N? une solution de I'équation (E), onpose d=x Ay, etsoit (a,b) e N telque x=daety=db
1) a) Justifier que anb=1 et d° (a3 + b3) = p(1+ dzab) :
b) En remarquant que 1= (1+ d? ab) —d?ab, montrer que d° A (1+ d? ab) =1.

c) Déduire que d =1 et que {a3 +b'= p(1+ ab)
anb=1
2) Montrer que pra=1let pab=1.
3) Montrer que a’ =-b° [p] et que a’t=b"* [p].
4) En déduire que a = —b[ p] (on pourra écrire p =5+ 6k avec k e N)

a+b=p
5) En posant a+b = pu avec u e N* montrer que : u(a—>b)* +(u—1)ab =1t en déduire que {| b| L
a— =
6) Déduire dans N 2 , 'ensemble des solutions de I'équation (E ) .

Exercice 2

On pose I =]0,+o[ et pour tout (X,y) € I%: xxy =ity

1) Montrer que * est une loi de composition interne dans I .
2) Montrer que laloi * est associative et commutative dans I .

3) Montrer que la loi * admet un élément neutre € dans I que I'on déterminera.

4) Montrer que (I ,*) est un groupe commutatif.
5) Montrer que I'ensemble H = {emn /ne Z} est un sous-groupe de (I ,*).

6) Soit T' la loi de composition interne définie dans J = ]l, +oo[ par: (V(x, y)eJ? ), xTy=(x-D(y-D+1.
On considére l'application ¢: I — J
x> Inx
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (I ,*) dans (J ,T) .
b) En déduire que (J ,T) est un groupe commutatif.

Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O U, 13) .

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
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Partie 1
Soit m € C”. On considére dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation
(E,,): z*-[1+@A+Dm]|z+im*+m=0
1) Vérifier que m est une solution de I'équation (Em )
2) On note z, €t z, les solutions de I'équation (Em) telles que z, =m.
a) Déterminer z, et vérifier que z, =1z, +1.
b) Dans le plan complexe, on note A et B les points d'affixes respectives z, et z,.

Montrer que B estl'image de A par larotation r dont on déterminera le centre et une mesure de son

angle.
Partie 2

1) Soit ze C.

a) Montrer que : |Z| = |1+ iZ| < Im(z) = % )

|z|=[1+1z| i ;5%
b) Déduire que: | | . Slz=ebouz=e?®
Zl =

z"(A+12)=1 i}
2) On considére dans C le systéme suivant (S ) : | | 1 ounelN".
Z|l =

T 57
1— 1—
a) Montrer que si z est une solution du systéme (S ) ,alors z e {e 6eb }

b b 51 b1

L 2T
b) Vérifierque:1+e® =e? et 1+e ® =e 3

.TC
P
c) Déduire que e  est une solution du systéme (S ) si et seulement si n =—2 [12] , et que

.51
i

e 5 estune solution du systéme (S ) si et seulement si 5n = 2[12] i
d) Justifier que: 5n = 2[12] ons=s —2[12].
e) Déduire suivant les valeurs de I'entier naturel 1 I'ensemble des solutions du systéme (S ) .

Exercice 4
Partie 1

e -1
e +1

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x)=

On désigne par (C f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O 1,7 ) .
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1) Vérifier que la fonction f estimpaire et calculer }LIEO f(x) et }Lrgo f(x).

2) Etudier les variations de la fonction f .

3) Montrer que f est une bijection de R vers l'intervalle J = ]—1,1[ .(onnote f* sabijection réciproque)
4) Ecrire l'équation réduite de la tangente (T) a la courbe (C r; ) au point d’abscisse 0.

5) Vérifier que : (Vx e ]R),f'(x):l—fz(x) et en déduire que : (‘v’xZO),OS fx)<x.

3
6) Justifier que: (Vx > 0),0£1—f'(x)£x2 et en déduire que : (sz 0),0£x—f(x)£%.

7) Pour tout n € N*, on pose: S, :Zf(ikj et u, ZZ
n+ =

k-1
e . 1& 1 s .
a) Vérifier que (Vn eN ), u, = Z— et en déduire que limu, =1n2.

nk_ll-{-(kj n—+o
n

. 1 .
b) Montrer que : (Vn eN ), 0<u,-§,< pwes et calculer lim S, .
n

n-—>+oo
8) Construire dans le méme repére (O ,;,j) la tangente (T) et les courbes (C f) et (C = ) .
9) Soit A € ]0,1[ .On note S, l'aite en cm’ du domaine plan

D, :{M(x,y)/xe[o,k],ye[o,k] et f(x)SySf’l(x)}

. e +e” - .
a) Montrer que la fonction x — In {TJ est une primitive de la fonction f sur R.

ho
b) Montrer que S, = (kz - ZIH(%chZ

Partie 2

F(x)=J':X @dt;xio

Soit F' la fonction définie sur R par:
F(0)=0
1) Montrer que F' est une fonction impaire
2x 1 2x l
2) Montrer que : (Vx>0); f(x)xj ;dt <F(x)< f(2x)><j ;dt )
3) Déduire que lim F(x)=In2 etque F est continue en 0.

)= S~ f(x)
. .

4) Montrer que F' est dérivable sur R’ et que: (Vx>0); F'(x

5) a) En appliquant le théoréme des accroissements finies deux fois de suite a la fonction F puis a la fonction f
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F(x)-F(0) 2
e AO!

montrer que : (Vx>0); 1- f2(2x)<

b) En déduire que F est dérivable en 0 et que F'(0) =1.

6) Dresser le tableau de variationde F sur R".

Partie 3

(f@®) dt

In J§
On consideére la suite numérique (I n )neN définie par: (Vn € N); I = jo ()

1) Calculer I et I,.

2) a) Vérifier que (Vt € |:0,\/§:|); 0< f(H)< %

n—+owo

b) En déduire que (Vn € N); 0<I < (%j ln(\/g) et calculer lim I, .

1 1 n+l
3) Montrer que (VneN);I =1 ——(—j .

4) Déduire que (Vp e N” );

kr 1 (1YY"
IZp+1:Il_ 2k Ej
=
k=2p
5) On pose U, = Z —— pourtout ne N".
i k2

Montrer que la suite (Un )neN* est convergente et déterminer sa limite.
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