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v' La durée de I’épreuve est de 4 heures

v' L’épreuve comporte quatre exercices indépendants

v Les exercices peuvent étre traités selon ’ordre choisi'par le candidat

Exercice 1 Les structures algébriques 4,5 points
Exercice 2 Les probabilités 3 points

Exercice 3 Les nombres complexes 2,5 points
Exercice 4 L’analyse 10 points
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L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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Exercice 1 : (3,5 points)

On rappelle que (C,+,x)est un corps commutatif et que (%(R);—i—,-) est un

espace vectoriel réel et que (%(R);+,x) est un anneau unitaire non

commutatif et non intégre

o =10 0= Pleamyy =X T tout (x,y)eR?
npose—OI,—10 ,y_y y pour tou Y)e

et E :{M (x,y)/(x;y)eRZ}
1) Montrer que E est un sous espace vectoriel de(ﬂ/z(R), +,-)de dimension 2
2) a) Montrer que E est stable dans (%(R),x)
b) Montrer que (E,+,><) est un anneau unitaire et commutatif

3) On pose E*=E \{M (0,0)} et on considére I’application ¢ de C'vers E*

définie par : (‘v’(x, y)eR? \{(0;0)}); p(x+iy)=M [x%)

a) Vérifier que ¢ est un isomorphisme de ((C*,x) sur (E*,x)
b) En déduire que (E*,x) est un groupe commutatif

c)Montrer que : J*°!7 = (p(31008\/§ f) , puis déterminer l'inverse de la

matrice J?°!" dans (E*,x)

4) Montrer que (E,+,><) est un corps commutatif

Exercice 2 : (3 points)

Un sac contient 2N boules (N € N), dont n sont blanches et nsont noires.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer une boule du sac a noter sa couleur et a la remettre
dans le sac, puis a tirer du méme sac une nouvelle boule et a noter sa couleur.
La regle du jeu indique que :

o Siles deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points

o Siles deux boules tirées sont noires, on perd 20 points

o Siles deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul
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|
E 0,75 1) Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20
E Points et la probabilité de réaliser un gain nul.
|
E 2) On répete S fois le jeu précédent.
E 0,5 a) Calculer la probabilité de gagner 100 points
E b) Calculer la probabilité de gagner 40 points
E 3) Au d’un seul jeu, on considére la variable aléatoire X qui prend
|
E uniquement les valeurs (—20) si on perd, O si le gain est nul et (+20) si on
|
E gagne.
4l 0,5 a) Déterminer la loi de probabilité de la variable X
|
E 0,25 b) Calculer I'espérance mathématique de la variable X
g
E Exercice 3 : (2,5 points)
|
E Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;él, éz) .
i
E Soient M le point d’affixe le nombre complexe non nul Z et M 'le point d’affixe
|
= L1001
d 2'==|z+=
E 2 z
E 0,5 1)Déterminer le nombre complexe Z pour que les deux points M et M
|
E Soient confondus.
E 0,5 2) On suppose que M est distinct des points Aet B d’affixes respectives
o , 2
| z'+1 (z+1
* 1 et —1. Montrer que : ——=
¥ z'-1 \z-1
d
E 0,75 3) Soit (A) la médiatrice du segment [AB].
|
|
E Montrer que : si M appartient a (A), alors M 'appartient a (A)
|
E 0,75 4) Soit (F) le cercle dont un diameétre est [AB].
|
|
u Montrer que : si M appartient a(r), alors M 'appartient a (AB).
E Exercice 4 : (10 points)
E Partie I :
|
| On considére la fonction f définie sur | = [0;+oo[ par :
|
|
|
arctan(x
E f(0)=1et (VXE]OH—OO[); f(x)=%
|
|
E 0,5 1) Montrer que f est continue sur lintervalle |
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(g ) A 00 ) — (1) 8 (1) — by ) el i iy ) i ||
2) a) Soit X € | . Montrer que : (‘v’te[O,X]), ! > < ! 5> <
1+x° 1+t

> <arctan(x) < x
1+Xx

c) Montrer que f est dérivable a droite en O

b) Montrer que : (VX € [O;+OO[),

3) a) Sachant que f est dérivable sur lintervalle ]OH—OO[, Calculer f'(X)

pour tout X de l'intervalle ]O;+oo[.

b) Etudier les variations de f sur I'intervalle |
Partie II :

Soit g la fonction numeérique définie sur l'intervalle | = [0;+oo[ par :

g(0) =1 et (‘v’Xe]O;+oo[), g(x):%fox f(t)dt

1) a) Montrer que : (VX € ]0;+oo[), f (X) <g (X) <1
b) Montrer que ( est dérivable a droite en O

2) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur l'intervalle ]0;+OO[ et que :

(vxe]0;+o9]), g'(x) :;( f(x)-g(x))
3) Montrer que ( est décroissante sur l'intervalle |
4) a) Montrer que : lim i f (t)dt =0
X—>+0 X o1

(remarquer que : (VX € ]0; +oo[), 0< arctan(x) < %)

b) Calculer lim g(x)

X—>+00
Partie III :
1) Montrer que ’équation ¢ (X) = X admet une solution unique « dans ]0;1[
2

2) a) Vérifier que : (VXE[O;+OO[), 0<1-f (X)S 1:_()(2

(on pourra utiliser la question 2)b) Partie I)

b) Montrer que : (VX € [O;+oo[), |g '(X)| g%
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