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v' La durée de I’épreuve est de 4 heures

v' L’épreuve comporte quatre exercices indépendants

v Les exercices peuvent étre traités selon ’ordre choisi'par le candidat

Exercice 1 Les structures algébriques 3,5 points
Exercice 2 Les nombres complexes 3,5 points
Exercice 3 L’arithmétique 3 points

Exercice 4 L’analyse 10 points
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L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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Exercice 1 : (3,5 points)

On rappelle que (C,+,x)est un corps commutatif et que (M(R);—i—,x) est un

0 0O
anneau unitaire de zéro la matrice nulle O={0 0 0| et d’'unité la matrice
0 0O
1 0O
I=|0 1 O
0 0 1
1 00
On pose A=|1 1 O |et pour tout couple (a;b)eR2 on pose
111
a b -b
M (a,b) =0 0 O | eton considére I’ensemble E = {l\/l (a,b)/(a;b) S ]Rz}
b -a a

1) Montrer que E est un sous-groupe du groupe (A4(R);+)
2) On définit dans /M, (R )la loi de composition interne T par :
(V(ab;c;d) e R*); M (a,b)TM (c,d) =M (a,b)x AxM(c,d)
Vérifier que E est stable dans (M;(R),T)
3) Soit ¢ l'application de C*dans E définie par :
(‘v’(a;b)eR2 \{(O;O)}); p(a+ib)=M(a,b)
a) Vérifier que ¢ est un homomorphisme de (C’,x) dans (E,T) et que
¢(C')=E"ou E'=E\{M(0,0)}
b) En déduire que (E",T) est un groupe commutatif dont on déterminera

I’élément neutre J.
4) a) Montrer que la loi de composition interne « T » est distributive par

rapport a la loi de composition interne « + » dans E.

b) En déduire que (E,+,T) est un corps commutatif

L
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L
Ld
L
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>
E Exercice 2 : (3,5 points)
E Soit m un nombre complexe non nul.
>
E Partie I :
E On considére dans I'ensemble C 1’équation d’inconnue z :
>
E (En):2z°+2(m+1+i)z+m?+@Q+i)m+i=0
*
E 0,5 1) Vérifier que le discriminant de I’équation (Em ) est : A =(2im)*
>
E 0,5 2)Résoudre dans C I’équation (Em)
>
E Partie II :
>
> Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;él,éz)
5
x : 1+i 1-i :
o On suppose que : Me C\{O,l,l} et on pose Z :T(m +1) et z, :7(m +1)
>
>
E On considére les points A, B, M, M, et M, d’affixes respectives 1,i,m,z et z,
>
E 0,25 1) a) Vérifier que : 2, =12,+1
>
E 0,5 b) Montrer que M, est 'image de M, par la rotation de centre le point
>
>
+1 T
E d’affixe w =—— et d’angle —
o 2 2
>
>
Z,—-m .m-1
E 0,5 2) a) Vérifier que : —2 =1 -
o z,-m  m-i
>
E 0,5 b) Montrer que si les points M, M, et M, sont alignés, alors M appartient
>
¥ cercle de (C)de diamétre [ AB]
o
E 0,75 c) Déterminer 'ensemble des points M tel que les points Q,M,M, et M,
o
| - .
> : : 1
¥ soient cocycliques. (Remarquer que : =1)
¥ Z,-w
>
o
d Exercice 3 : (3 points)
>
E On admet que 2017 est un nombre premier et que 2016 = 2°3%7
>
E Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5
u * * —.
E 1) Soit le couple (X;y) de N* xN" tel que: px+ y"* =2017
>
E 0,25 a) Vérifier que : p <2017
>
41 0,5 b) Montrer que : P ne divise pas Y
o
>
>
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E 0,75 c) Montrer que : yp‘l =1 [ p] et en déduire que P divise 2016
¥
E 0,5 d) Montrer que : p=7
¥
u £ £
401 2) Déterminer, suivant les valeurs de p, les couples (X, y) de N" xN
¥
¥
E Veérifiant px+ y"*=2017.
% : )
- Exercice 4 : (10 points)
¥
7 Partie I :
¥
E On considére la fonction f définie sur [0;+00[par :
¥
% 1
¥ 1) %
d f(0)=0 et (VXe]O;+oo[); f(x)=(1+—)e x
X
¥
¥
u = =
E et soit (C ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;I , j).
¥
.I:l‘ e -
H (On prendra ”I ” = ”j” =2cm)
¥
¥
E 0,25 1) a) Montrer que f est continue a droite en 0
¥
E 0,5 b) Montrer que f est dérivable a droite en O
¥
¥
E 0,5 c) Montrer que f est dérivable sur ]0;+OO[ puis Calculer f'(X) pour tout
¥
E X de l'intervalle ]0;+00[.
¥
¥| .
E 0,5 2) a) Calculer X|Lrp f (X) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu
¥|
¥
4 0,25 b) Donner le tableau de variation de la fonction f
¥
¥
E 0,75 3) a) Montrer que la courbe (C ) admet un point d’inflexion | dont on
¥|
E Déterminera les coordonnées
¥|
E 0,5 b) Tracer la courbe (C) . (On prendra : f(1)=0,7 et 4e°=0,2)
¥|
E‘ Partie II :
¥|
E On considére la fonction numérique F définie sur l'intervalle [O;+oo[ par :
¥|
¥ 1
d F(x) = f ()t
¥| X
¥|
E 0,25 1) Montrer que la fonction F est continue sur l'intervalle [0;+OO[
¥|
E 0,5 2) a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :
¥|
¥| 1 1 1
L 1 = -= 11 =
¥ (vXe]0;+oo[); _[ etdt=e"—xe * —I —e 'dt
H X xt
¥
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1
b) Déterminer Jj(l+ %)e tdt pour tout X de ]O;+oo[

1 1
c) Montrer que : IX f(t)dt=e

3) Calculer en cm? , ’'aire du domaine plan limité par la courbe (C ) et les
Droites d’équations : X=0,Xx=2et y=0
4) On considére la suite numeérique (un )neN définie par :
(YneN);u,=F(n)-F(n+1)
a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

Pour tout entier naturel n, il existe un réel V, de l'intervalle ]n; n+ 2[

v

n

1 1
tel que : U, = 2(1+—je o

1
b) Montrer que : (Vn GN*); 2(1+ lje n<u < 2(1+—je n+2

c) En déduire limu,

N—-+00
Partie III :

1) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombre réel

strictement positif a, tel que : f(a,)= en

b) Montrer que la suite numeérique (an )n>1est croissante

c) Vérifier que : (VneN*); —i+ In(1+i]:_l
a a n

n n

2) a) Montrer que : (Vt E[O;+OO[); 1—t£iél—t+t2

1+t
X x> x3
b) Montrer que : (‘v’X € [O;+oo[); 5 <—x+In(l+x) < 'y + 3
3) Soit nun entier naturel supérieur ou égal a 4
3

a) Vérifier que @, 21 et en déduire que : 8, 21 (On admet que : €4 > 2)

2a’ . :
b) Montrer que : 1— 3 < <1 (On pourra utiliser les questions 1)c) et

a n

n
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