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Exercice 1

On rappelle que (M 3 (R) ,+, x) est un anneau unitaire On pose

1 00 010 0 01
;=101 0(,4=|0 0 1|et B={2 0 O
0 01 2 00 0 2 0

Bt E={MeM;(R)/M=al,+bd+cB; (a;b;c) e R

1/ a/ Montrer que: AxX B=BxA=2I; puisdéterminer A" et B!
b/ Montrer que : A> =B et B>=24

2/ a/ Montrer que E est stable dans (I\/l 3 (R), X)
b/ Montrer que (E, +, ><) est un anneau unitaire commutatif

c/ Factoriser A°> —2 I,
Exercice 2

On rappelle que (M > (R) +, ><) est un anneawunitaire-et que ((C B ><) est un corps commutatif

1 0 0 -1 0 .0 )
Onpose: [ = s J= et O= et on considére I'ensemble :
0 1 3 2 0 0

a -b
a ={M(a,b) :(319 a_zb]/(a;b) € Rz}
1/ a/ Montrer que :
V(a;b;c;d) e R*; M(a,b)x M(c,d) =M (ac—3bd,ad + bc —2bd)
b/ En déduire que Z est stable dans (ﬂ/z (]R),x)
f:Z - C
M(ab) > (a—b)+iby2’

a/ Montrer que f est une application bijective de Z  vers C et déterminer

2/ On considere 'application

son application réciproque f -1
b/ Montrer que f est un homomorphisme de (f * ,x) vers ((C* ,x)
3/ Monter que (f , +,><) est un corps commutatif
4/ a/ Soit (&;b) de R? tel que (a;b) = (0;0)
Déterminer la matrice inverse de la matrice M (a, b)
b/ Résoudre dans Z l'équation: X' M (—1 ,0)
Exercice 3
Soit (A, +, x) un anneau unitaire tel que pour tout X € A, on a: X" = X . On note 0 'élément neutre de + et 1
I'élément neutre de x.
1) Montrer que : (VX € A), X =—X
2) Montrer que : (VX e A), X’ +x* =0 (Remarquer que : (X +l)12 =Xx+1)

3) Montrer que : (Vx e A), x> =X
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Exercice 4

1
[-Pour tout x ety de R — {E},onpose: X*Yy=X+Yy—2Xy

1/Montrer que *est une loi de composition interne dans R — {E}
2/Montrer que * est commutative et associative

1
3/Montrer que (R — {E} , *j est un groupe commutatif (ou abélien)

4/Montrer que :VX € R — {1}, VneN-{01}; x*x*..xx= 1[1—(1— ZX)H}
2 n fois 2
1 1-x O X
II-Pour tout xde R — {E} onpose A(X)=| 0 1 0 |etE= {A(X)/ XeR - {—}}
X 0 1-x

1/Montrer que E est une partie stable de (% (R)s, x)
1
2/0n considere l'application f : R'- {E} —> E
X B A(X)
. . 1
a/Montrer que f est un isomorphismede | R — S0 * |dans(E, x)

b/En déduire la structure algébrique de (E, x)

1 «
c/Onpose B = A (— Ej Soit nde N . Montrer que :

_on -1
B”:A(l Z}et (8") =A(5— 1 j
2 2 2n+1

Exercice 5

Partiel:
a+b -b

0 ) de M;(R).

Pour tout couple (a, b) de R?, on considére la matrice Mo p) = (
Soit Z l'ensemble des matrices: F = {M(a,b) /(a,b)e RZ} :

On rappelle que (M, (R), +,X) est un anneau unitaire.
1) Montrer que £ est une partie stable de (M, (R), +) et de (M, (R),X) .

2) Montrer que (f, +, x) est un anneau commutatif unitaire.

3) a) Montrer que pour tout (x,y) € R?2,ona: X*’+Xy+y?*=0 < x=y=0
b) Déterminer les matrices de £ qui admettent des inverses dans 'anneau (f, +,><) .
¢) En déduire que (f, +, x) est un corps commutatif.

Partie II :
Soit ¢ un nombre complexe n'appartenant pasa R .

1) Montrer que (1, 0) est une base de 'espace vectoriel réel ((C, +,-).

2) On considére I'application \y définie de £ vers C comme suit :
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yv:E —> C
Mg,y > a+cob
Montrer que y est un homomorphisme bijectif de (f, +) Vers ((C, +) .

3) On considére dans C l'équation:z2 —z+1=0.
Résoudre dans C cette équation et donner ses solutions sous la forme trigonométrique..

NE

1 .
4) On suppose dans cette question que : ¢ = E +1 7

Montrer que y est un homomorphisme de (f ,x) vers ((C,x) .
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