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Exercice 1

On rappelle que (.7\’12 (R),+,x) estun anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice nulle

0 O 1 0
O= et d’'unité la matrice | = .
0 O 0 1

—b
On considére 'ensemble E =1 M (a,b) 2( N j/ (a,b) e R?

1) Montrer que E est une partie stable de (M, (R),+) etde (M, (RR),x)

2) Montrer que ( E,+, ><) est un anneau commutatif unitaire
3) a) Montrer que pour tout (X, Y) € R%ona: (X*+xy+y*=0) <= (x=y=0)
b) Déterminer les éléments de E ayant un inverse dans I'anneau ( E,+, X)
c) En déduire que ( E,+, X) est un corps.commutatif
Exercice 2
Soit (A,+,X) un anneau tel que ;. (VX € A), X% =X
1) Montrer que: (VX € A), X+X=0
2) Montrer que 'anneau (A, +, X) est commutatif
3) En déduire la valeur de Xy(X + Y) pour tout (X, y) € A?
4) Soit (X, y) € A% telque X#0, Yy # 0 et X # Y. Montrer que X + ye{O,x, y}

5) On suppose que A= {0, XV, X+ y} . Donner la table de la loi « + » dans 'anneau (A, =+, X)
Exercice 3

Soit N e N\ {O,l} .

On considére 'anneau (%, +,%)

1) Montrer que : (%Z vy ><) est un corps si, et seulement si N est premier)

2) On suppose que N est un nombre premier
a) Résoudre dans 7Z/N7Z, I'équation x2=1
b) En déduire que: (N—1)1=-1 [n]

Exercice 4

Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

Pour tout P € N, on considére 'ensemble A = {X eAl px= 0}

1 https://www.dimamath.com


https://www.dimamath.com/

2eme BIOF SM  Série 2 : Structures algébriquesI S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.com
_+.

1) Soit pe N”
a) Montrer que Ap =
b) Montrer que Ap est stable pour les deux lois dans I'anneau (A, +, ><)
c) Montrer que (Ap ,+,X) est un anneau

d) Montrer que (Vo € A) (VXe A)), axe A,

2) soit (P,q) e N* x N*
a) Montrer que si P divise q alors Aj < A,

b) On pose d = P A (. Montrer que A, NA =A

3) Soit P un nombre positif et soit N € N". Montrer que si A, < Ap ,alors A = {0} ou A = Ap

Exercice 5
Soit a € R} .On pose I = |1, +oo| et considere dansT1a relation * définie par :
(v(x, y)e IZ): xxy=(x-a)(y-a)+a
1) Montrer que * est une loi de composition interne dans I
2) a) Etudier la commutativité de *
b) Montrer que * est associative
3) Montrer que * admet un élément neutre e dans I que 'on déterminera

4) Montrer que J = ]a+1, +oo[ est stable dans (l ,*).

5) Pour tout entier N te que N>2, on pose : X™ = x# X*X*...%X
—
n fois

Montrer que : (Vn > 2), x® = (x—a)” +a
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