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I — Dénombrement et analyse combinatoire
1 — Ensembles finis

Vocabulaire et notation

note X ¢ E .

élément de F

# Un ensemble est une collection d'objets distincts. Ces objets s'appellent les éléments de cet ensemble.
Autrement dit : si X est un objet d'un ensemble E,on dit que X appartienta E et on note
X € E ;Enrevanche si X n'est pas un élément de E on dit que X n’appartient pasa E eton

% Unensemble E est dit vide s'il ne contient aucun élément, on le note &J
% Unensemble E estinclus dans un ensemble F,et onnote E — F, sitout élément de E est aussi un

Intersection de deux parties d'un ensemble
L'intersection de deux parties A et B d'un ensemble E
est I'ensemble de tous les éléments communs a A et a

B, on note ANB
ANB={x/xeA et XeB}

ANB={ajb,m,n}

Réunion x parti ' un ensembl

La réunion de deux partie A et B d'un ensemble E est
I'ensemble de tous les éléments de A et de B, on note

AuB
AUB={xeQ/xeAouxeB|

AuB={a,b,.c,d,e f,mn,q,r,s,tuv}

Complémentaire d'une partie dans un ensemble
Le complémentaire d'une partie A dans un ensemble

() est 'ensemble de tous les éléments de E qui

n'appartiennent pas a A, on note Cé ou A
A={xeQlxgA}
A: {g;hyia j;k,l,q,r,S,tyu;V}

Définition 1

Un ensemble E est dit fini s'il contient un nombre fini d’éléments.
On appelle cardinal de E le nombre d’éléments de E, on le note card E

Exemple
E={1a,2,b,3,c} donc cardE =6.

Propriétés
Soient E et F deux ensembles finis.
* card(E UF)=cardE +cardF-card (E " F)

* Si ACE,ona:cardA =cardE -card A

* SiENF=,ona:card(EUF)=cardE +cardF

Définition 2
Soit E un ensemble fini tel que card E =n (n eN ) .
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L'ensemble de toutes les parties de E est noté P (E). Etonacard P(E) =2".
Autrement dit : card P (E )= 27"

Exemple
Soit E ={a,b,c,1}.0n a, alors :

P(E)= {@;{a};{b};{c};{1};{a,b};{a,c};{a,l};{b,c};{b,l};{c,l};{a,b,c};{a,b,l};{a,c,l}; {b,c,1};{a, b,c,l}}

Et card P(E)=2" =16.

Définition 3
Soient E et F deux ensembles non vides.
Le produit cartésien des ensembles E et F, dans cet ordre, est I'ensemble des couples (X, y) tels que

XeEetyeF,onlenote ExF .

Autrement dit : EXF:{(X,y)/XEEet yEF}

Remarque

Si E = F onnotera E x F par EZE? est appelé le carré cartésien de I'ensemble E
Exemple
On considére les ensembles E = {2,4, 6} et F= {a, b}.

ona ExF={(2,a);(2:b);(4.a);(4.b);(6,a);(6,b)} et
E? =1(2.2):(2.4):(2:6):(4.2):(4.4):(4.6):(6,2): (6,4): (6.6}
2 — Principe fondamental du dénombrement

Principe
On considére une expérience qui comporte [ épreuvesou P € N, telle que:
L'épreuve n°l admet [ issues

L'épreuve n°2 admet N, issues

L'épreuve n° p admet N P issues

Alors cette expérience admet Ny XN, X... XN p issues

Exemple
On considére l'expérience suivante :

On jette en l'air une piece de monnaie et on note la face obtenue F ou P
Et on jette un dé cubique ayant 6 faces numeérotées de 1 a 6 et on note le numéro obtenu
Déterminer le nombre de possibilités.
Réponse
Cette expérience est constituée de deux épreuves : lancer une piéce a 2 faces et lancer un dé a 6 faces, alors le
nombre de possibilité de cette expérience est 2x 6 =12

3 — Les arrangements

a — Les arrangements sans répétition

Définition
Soit E un ensembleet N € N™ et pe N tel que CarTdE=net1< p<n.

Un arrangement sans répétition de P éléments parmiles N éléments de E estun P - uplet d’éléments de E
distincts deux a deux. On 'appelle aussi un P -arrangement parmi N.

Proposition
Soient N et P deux entiers naturels non nuls telsque 1< p<n.
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Le nombre des p-arrangements sans répétition de n objets est Arl? =N ( n-— l)( . )(n - P+ 1)

Exemple

= Les arrangements sans répétition de 2 éléments de I'ensemble E= {a, b, C} sont les couples

(a,b);(a,c);(b,c);(b,a);(c,a);(c,b) leur nombre est Ag =3x2=6

= Combien de nombres de 4 chiffres distincts deux a deux on peut constituer avec les chiffres
012345,6,789.7
Chaque nombre ainsi composé est un arrangement sans répétition de 4 parmi 10, donc le nombre de ces

nombres est Af'o =10x9x8x7=5040
Remarque

Pour calculer le nombre Arl? on utilise la calculatrice [en insérant n puis la touche nPr puis p et Enter]

L'ordre est trés important pour les arrangements
Dans les arrangements sans répétition.iln'y a pas de répétition
1<p<n

b — Les arrangements aveGrépétition ou listes

* & & o

Définition
Soit E unensembleet NeN" et p e N” tel que cardE =n .

Un arrangement avec répétition de P éléments parmiles N éléments de E estun Pr-uplet d’éléments de E..
On l'appelle aussi une_pP+-liste parmi N.

Proposition
Soit E unensembleet Ne€ N™ et p e N” telque cardE =n.

Le nombre des arrangements avec répétition de P éléments parmiles N éléments de E est.l P

Exemple

= Les arrangements avec répétition de 2 éléments de 'ensemble E= {a, b, C} sont les couples

(a,a);(a,b);(a,c);(b,b);(b,c);(b,a);(c,a);(c,b)(c,c) leur nombre est 3> =9
= Combien de nombres de 4 chiffres on peut constituer avec les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Chaque nombre ainsi composé est un arrangement avec répétition de 4 parmi 10, donc le nombre de ces

nombres est 10* =10000

Remarque
¢ L'ordre est trés important pour les arrangements avec répétition
+ Dansles arrangements avec répétition il y a répétition
¢ Iln'yapasde condition sur le choixde p.

4 — Les permutations

Définition
Soit E un ensemble fini de N éléments (N € N * ).
Une permutation de E est un N -arrangement sans répétition d’éléments de E.

Proposition
Le nombre des permutations de N éléments est : Aﬂ =Nx (n — 1) X () x2x1

On note ce nombre N! et on lit factorielle n. On a alors:

n!:nx(n—l)x(...)x2xl

Proposition
Soient N et P deux entiers naturels non nuls telsque 1< P <N. Alors:
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n!
p_
Al =

(n—p)!
Exemple
Les permutations des éléments de I'ensemble {a, b, C} sont les triplets

(a,b,c);(a,c,b);(b, a,c);(b,c, a);(c,a,b);(c,b,a) et leur nombreest 31=3x2x1=06

Définition (Factorielle)
Le nombre N! selit « factorielle N » et est défini par :

0!=1; 1'=1 et pour tout entier naturel N > 2 ona: N!= nx(n—l)x(...)xel

Exemple
Calculer 5!; 91 A3 ; A/,

Remarque
Le nombre n! peut étre calculer a l'aide de la calculatrice et si'n n'est pas grand on peut utiliser le triangle de
Pascal pour calculer n!.

5 — Les combinaisons

Définition
. .. .y * *
Soit E un ensemble fini de Néléments (N€ N )et pe N telque 1< p<n.
Une combinaison de p/éléments de E est une partie de E contenant p éléments distincts de E.

Remarque
¢ Ladifférence‘entre une p-combinaison et un p-arrangement est que dans un p-arrangement on tient
compte de l'ordre, alors que pour une p-combinaison on ne tient pas compte de 'ordre.
¢ L'ordre n'est pas important pour les combinaisons
Dans les combinaisons il n'y a pas de répétition
1<p<n

Proposition 1
Le nombre des p-combinaisons de n objets, noté Cﬁ et appelé coefficient binomiial, est :

Ap__ n!
p!  plY(n-p)!

e

Exemple
Les combinaisons de deux éléments de 'ensemble {a, b, C} sont les parties {a, b} ; {a, C} ; {b, C}

Remarque

Pour calculer le nombre Crﬁ) on utilise la calculatrice [en insérant n puis la touche nCr puis p et Enter]

Proposition 2
Soit N et P deux entiers naturels non nulstelsque P<N.Ona:

o Cl=t1et AV=1

¢ Cl=net A=n

¢ CMl=net At =n!
o Cl'=let Al =n!
« CP=C[P

%« Si p=1,ona: Cnp_l + Cnp = Cnp+1 (Formule de Pascal)

6 — Triangle de Pascal
p

0 1 2 3 4 5 6

n
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0 cd=1

1 cl=1 | C=1

2 cd=1 ‘c§=2 cZ=1

3 c)=1 | C3=3 | Ci=3 | Ci=1

4 C{=1 | Cj=4 | Ci=6 | Ci=4 | C;=1

5 cd=1 | ci=5 | ci=10 | Cci=10 | c/=5 | C2=1

6 cd=1 | Ci=6 | CZ=15 | C2=20 | C{=15 | Ci=6 | C{=1

7 — Formule du binome de Newton

Proposition 1 (Formule du bindme de Newton)
Soient A €t D deux réels et N un entier naturel non nul.

n
(a+b)'=Cla" +Cla" " xb+Cla"* xb®+...+Clraxh" FCHh" = > a“ xb"
k=0

Corollaire

. . N_ <~k ok n k
% soitneNgt xeR"alors: (1+x) => Cix“ et (1-x) =3 Cf(-x)
k=0

n
% Soit neN,alors: >’ ob 2yl
k=0

8 — Types de tifage

# Tirage simultané
E un ensemble fini tel que cardE =not n € N” et P un entier naturel tel que p<n.
Lorsqu’on tire simultanément P éléments parmiles N éléments de E, chaque issue est une [ -

combinaison parmi . Donc le nombre de possibilités est Cnp

% Tirage successif sans remise
E un ensemble fini tel que cardE =not n € N et P un entier naturel tel que p<n.

Lorsqu’on tire successivement sans remise [) objets parmiles N éléments de E, chaque possibilité est un

p-arrangement parmi . Donc le nombre de possibilités est Arﬁ)

# Tirage successif avec remise
E un ensemble fini tel que cardE =nou ne N” et P un entier naturel quelconque.

.Lorsqu’on tire successivement avec remise [) objets parmiles N éléments de E, chaque possibilité est un

élément de E P Donc le nombre de possibilité est N P

Exemples
Une urne contient 10 billes : 5 blanches, 3 rouges et 2 vertes indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément au hasard 3 billes de l'urne.

a) Quelle est le nombre des tirages possibles ?

b) Quelle est le nombre de tirages ou toutes les billes sont de méme couleur ?

c) Quelle est le nombre de tirages ou toutes les billes sont de couleurs différentes ?
2) On tire successivement au hasard sans remise 3 billes de l'urne.

a) Quelle est le nombre des tirages possibles ?
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b) Quelle est le nombre de tirages ou toutes les billes sont de méme couleur ?

c¢) Quelle est le nombre de tirages ou toutes les billes sont de couleurs différentes ?
3) On tire successivement au hasard avec remise 3 billes de I'urne.

a) Quelle est le nombre des tirages possibles ?

b) Quelle est le nombre de tirages ou toutes les billes sont de méme couleur ?

¢) Quelle est le nombre de tirages ou toutes les billes sont de couleurs différentes ?

II — Calcul de probabilité
1 — Vocabulaires
= Une expérience est dite aléatoire si on ne peut pas prévoir a I'avance laquelle des issues possibles sera
réalisée.
= L'univers Q) estl'ensemble de toutes les issues possibles d'une expérience aléatoire. On va nous
restreindre aux cas ou I'univers est fini et non vide : Q= {0)1, Wy, ..y (on} et cardQ =n.

= Toute partie de ) est appelée un événement
= Lessingletons {(nk } sont appelés des événements élémentaires

= Q) estappelé I'événement certain
=  (J est appelé I'événement.impossible.

= Si A et Bsont deux événements de QQ, 1'événement A U B est réalisé si l'un au moins des événements A
ou B est réalisé.

* Si A et Bsont deux#événements de Q2,1'’événement A N B est réalisé si les deux événements A et B sont
réaliseés.
= SiAestun événement de Q,'événement contraire de A noté A est la partie de Q constituée de toutes les
issues de QQ quime sont pas dans A.
= Deux événements de Q, A et B sont dits incompatiblessi ANB=J.
2 — Probabilité sur I'univers Q d'une expérience aléatoire
a — Probabilité d'un événement

Définition
Soit Q= {Wl, W,,..., con} l'univers d'une expérience aléatoire tel que card Q=n.

A En répétant cette expérience N fois dans les mémes conditions. Si N; est le nombre de fois que I'on

n.
obtienne l'issue ®;.Le nombre NI s'appelle la probabilité de I'événement élémentaire {coi} que I'on
n;
note p; = p({w})= p(mi):ﬁ
n
A Ona: Z Pi=P Pyt p,=1

4 SiAestunévénement tel que A= {o)kl PO 1oy O }Ol] 1<k; <k, <...<kg <n, alors : la probabilité de A

est:  p(A)= p(oakl)+ p(@k2)+---+ p(coks)

Propriétés
Soit QO l'univers d'une expérience aléatoire et soit p une probabilité sur 2.

* (VAeP(Q)):0<p(A)<1

* p(Q)=1let p(2)=0

* (VAE?(Q))(VBE’PQ) )):AcB= p(A)< p(B).

* (VAeP(Q))(VBeP(Q)):AnB=T = p(AUB)=p(A)+p(B).
* (VAeP(Q))(VBeP(Q)): p(AuUB)=p(A)+p(B)-p(AnB).
* (VAeP(Q)): p(A)=1-p(A)

b — Hypothese d'équiprobabilité

6 https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.ccom/

2ere BIOF PC et SVT  Chapitre 5 : Dénombrement et probabilite S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.ccom
_+_

Définition

Soit Q = {Wl, W,,..., 0, } I'univers d'une expérience aléatoire.

On dit qu'on a équiprobabilité si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité c’'est-a-dire
1

PP == P g

Proposition
Soit Q= {Wl, W,,..., 0, } I'univers d'une expérience aléatoire. On désigne par p une probabilité sur I'univers Q
_card A

qui vérifie 'hypothése d’équiprobabilité. Alors : (VA e P(Q)): p(A)= e

Remarques
On a équiprobabilité dans les cas suivants :

= Lorsqu’on un dé non truqué

= Lorsqu’on a une piece de monnaie nonstruquée

= Lorsque les boules ou les billes ou les jetons sont indiscernables.au toucher
= Lorsqu'on le dit dans I'énongcé

Exemple
Une urne U contient 12 boules indiscernables au toucher : 3 noires, 4 vertes et 5 blanches.

On tire au hasard et simultanément 3 boules de l'urne.
1) Déterminer le nombre des tirages possibles.
2) Soit A 'événement i« Obtenir 3 boules de méme couleur »
B I'événement: « Obtenir 3 boules de couleurs différentes deux a deux »

Calculer p(A) et p(B)

3 — Probabilité.cenditionnelle
a — Probabilité¢onditionnelle

Définition

Soit p une probabilité sur un univers Q. Soient A et B deux événements tels que : p (A) #0.

La probabilité de I'événement B sachant que I'événement A est réalisé est notée pu (B) ou p ( B\ A) et est
p(ANB)

définie par: p, (B)=
P(A)

Proposition
Soit p une probabilité sur un univers Q2.

* SiA estun événement tel que p(A) #0, alors p, (A) =1.
* Si A et B deux événements tels que p (A) #0et p(B) #0, alors :
P(ANB)=p(A)xpa(B) et p(AnB)=p(B)xpg(A)
* Si A et B deux événements incompatibles (AF\ B= @) tels que p (A) #0 et p(B) #0,alors:
Pa(B)=0 et pg(A)=0

b — Probabilités totales

Définition
A Soient A et B deux parties non vides de (2.On dit que A et B forment une partition de parties non vides
de Q sietseulementsi: ANB=d et AUB=Q

A Plus généralement, Si Aj,;A,;...;A, sont des parties non vides d'un ensemble €. On dit que
i=n
A A,; ... A, forment une partition de Q si et seulement si: A; F\Aj =JsSii# ] et UAi =Q.
i=1

Remarque
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Soit A un événement de Q. Alors A et A forment une partitionde Qcar: ANA=J et AUA=Q.

Proposition
* Soit A un événement de Q tel que p (A) #0. Alors :

(vBeP(Q)): p(B)=p(AnB)+p(AnB)=p(A)x pa(B)+p(A)x pz(B)
*  Soient Aq,;A,;...; A, des événements de Q qui forment une partition de . Alors:

n

(¥8<P(2): p(B)=3. (A NB)= 3 p(A)x s, (B)

i=1

Remarque
Si A, B et C forment une partition de 2. Alors:

(VEeP(Q)): p(E)=p(ANE)+p(BNE)+p(CNE)=p(A)xpa(E)+p(B)xpg(E)+p(C)x pc (E)

Formul B
Soient Aq,;A,;...;A, des événements de () qui forment une partition de Q. Alors:

P(Ayx Pa (B)
2. P(Ad)xps, (B)

n
k=1

(Vie{1,284..M)(VBeP(Q)): pg(A)=

4 — Indépendance de detix évenements

Définition
Soient A et B deux événements de (2.
On dit que A et B sont deux événements indépendants si et seulement si p(ANB)= p(A)x p(B)

Proposition
Soient A et B deux événements de (2.

A et B sont indépendants <> P, (B) = p(B) ou pg (A) e p(A)

5 — Variables aleatoires
a — Définition et notations

Définition 1
Soit Q) l'univers d'une expérience aléatoire.

Toute application définie de Q2 vers R est appelée une variable aléatoire. Elle est notée habituellement par les
lettres X ,Y,Z ...

Notations et vocabulaire
Soit X une variable aléatoire définie sur Q.

* On note par X (Q) I'ensemble des valeurs prises par X c'est-a-dire I'ensemble des images par X des
élémentsde Q.Onpose X(Q) ={X,Xp,.... X, }

* PourtoutXeR,(X:X):{WGQ/X(W):X}

* PourtoutXeR,(XSX):{WGQ/X(W)SX}

Exemple

On considére I'expérience suivante : On jette une piéce de monnaie non truquée 3 fois en l'air, en numérotant apres
chaque lancer la face apparente de la piece. Aprés chaque lancer si on obtient la face P on gagne 5 dh et si on
obtient la face F on perd 2 dh. Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque issue le gain algébrique.

1) Déterminer I'univers () de cette expérience aléatoire.
2) Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X.
b —loi de probabilité d'une variable aléatoire

Définition 2
Soit X une variable aléatoire définie sur € telle que X (Q) = {Xl, X9y ey X } .

La loi de probabilité de X est 'application définie de X(Q) vers Rpar: X, p (X =X )
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Regle
Soit X une variable aléatoire définie sur Q.
Pour déterminer la loi de probabilité de X, on devrait :

= Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X: X (Q) = {Xl, Xgyeeuy X } .
= Calculer les probabilités p(X =X;) pour tout i €{1,2,3,...,n}

La loi de probabilité de X est habituellement représentée dans un tableau :

pi=p(X=%) Py P » P 1
c — Espérance mathématique — Variance — Ecart-type

Définition
Soit X une variable aléatoire définie sur (2 telle que X (Q) = {Xl, Xo e X)) } dont la loi de probabilité est donnée

par le tableau suivant :

Xi Xl X2 Xn Total

pi=P(X=x) Py P, . P 1

n
A L'espérance mathématique de Xest: E(X)=> x xp;
=

A LavariancedeXest:V (X)= E[(X —E(X))z}

A L'écart-typedeXest: o( X )=,V (X)

Proposition
Soit X une variable aléatoire définie sur (2 telle que X (Q) = {Xl, Xo e X)) } dontla loi de probabilité est donnée

par le tableau suivant :

X;

i Xy Xp X, Total

pi=P(X=x) Py P, . P 1

Alors: V(X)=E(X2)-[E(X)T :izllex pi—(éxix pij

Remarques
¢ L'espérance mathématique d'une variable aléatoire est la moyenne des valeurs qu'elle prend.
¢ Lorsqu'une variable aléatoire est définie comme un gain algébrique lors d'un jeu, 'espérance représente le
gain moyen apres un tres grand nombre de parties.
Ainsi une espérance nulle indique un jeu équitable, une espérance négative indique un jeu défavorable au
joueur et une espérance positive indique un jeu favorable au joueur.

Exemple
Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules noires et 5 boules rouges indiscernables au toucher.

On tire simultanément et au hasard trois boules de I'urne.
1) On considere les deux événements suivants :
A : « tirer trois boules de méme couleur »

B: « tirer trois boules de couleurs différentes deux a deux »
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3
11

2) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage de trois boules associe le nombre de couleurs que portent les

Montrer que : p(A):4—34 et p(B):

boules tirées.
a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.

b) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

c) calculer l'espérance mathématique E ( X ) et 'écart-type G( X )

Théoreme

Soit QQ 'univers d'une expérience aléatoire. Soient X et Y deux variables aléatoires sur (). Alors:
*x (VoeR):E(aX)=aE(X)
*x E(X+Y)=E(X)+E(Y)
* V(aX)=a?V(X)

6 — Loi binomiale

Définition
Soit A un événement dans un expérience aléatoire tel que p (A) #0.0npose p (A) = P.On répete cette
expérience n fois indépendamment.

Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque possibilité le nombre de fois que I'événement A est réalisé.
On dit que la variableraléatoire X suit une loi binomiale de parametres n et p

Proposition
Soit X une variable.aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétres n et p. Alors :

* p(X=k) =G x p* x(1- p)n_k pour tout k €{1,2,3,...,n}
* L'espérance mathématique de X est : E(X) =Nnxp

* Lavariancede Xest: V(X)=nxpx(1-p)
*

L'écart-type de X est: (X)=,/np(1-p)
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