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I — Division dans Z
1— Multiples et diviseurs d'un entier relatif
Définition
Soit a et d deux nombres entiers relatifs tel que d = 0.

A On dit que d divise a, ou que d est un diviseur de a si et seulement si il existe un entier relatif q tel
que a=0dx(.Onnote d|a

A Ondit que a est un multiple de d si et seulement si d est un diviseur de a

Exemple

= 3|51 car 51=3x17

= 243 est un multiple de 9 car 243 =9x%x27

Remarque
+ Un nombre entier relatif X est pair si et seulement si X est divisible par 2.
Autrement dit : Un nombre entier X est pair si et seulement si il existe k € Z tel que x =2k
¢ Un nombre entier relatif X est impair si et seulement si X n'est pas divisible par 2.
Autrement dit : Un nombre entier X est impair si et seulement si il existe kK € Z tel que x =2k +1
Propriétés
Soient a, b, ¢, d, net m des nmbres entiers relatifs et p e N*

Sib¢00na:b\a<:>%eZ

Sid#0ona:d|0

lla; (-1la; alaet (-a)|a

Sialbetb|c alors alc

Si albetalc alors ajixb+mxc pour tout (n,m)eZZ
Sialbetb|a alors a=+Db

sialbetb=0 alors' |a|<|b|

S D S A D S S

Sia=0,ona aP|b? < alb
Exemples
1) Soient X et y des entiers relatifs. Montrer que 7 ](2x+3y) =¥ ](5x+4y)

Réponse
=) 7|(2x+3y)= 7/6(2x+3y) et 7|7(x+2y)

= 7|[6(2x+3y)-7(x+2y)]
=7(5x+4y)

<) 7|(5x+4y)=7|6(5x+4y) et 7|7(4x+3y)
=7|[6(5x+4y)—7(4x+3y)]
=7|2Xx+3y

Donc 7 |(2x+3y) < 7|(5x+4y)

2) Déterminer les nombres entiers naturels N tels que (nz +1) ](n +1).
Réponse
Soit ne N tel que (n2 +1) |(n +l) .Comme (n2 +1) >0 et (n +1) >0 alors (n2 +1) < (n +1) ce qui est vérifié que
pour n=1. Alors (n2 +1) (n+1) & n=1
2 — Division euclidienne dans 7Z

Proposition
Soient a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 . Il existe un unique couple (q, r) € ZxN tel que:
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a=bqg+r
{0 <r <|b|
L'entier q s'appelle le quotient et 'entier r s’appelle le reste de la division euclidienne de a par b .

Exemples
= Effectuer la division euclidienne de 427 par 9 puis celle de —427 par 9.

Ona: 427 =9%x47+4 donc —427:9x(—47)—4:9><(—48)+5
D'ou —427 =9x(—48)+5
= Déterminer les entiers naturels N pour lesquels 3n? +15n+1 soit divisible par n+1.
ona:3n®+15n+1=(n+1)(3n+12)-11
Donc (n+1)[(3n%+15n+1) < (n+1)|(n+1)(3n+12)-11
< (n+1)11
< n+le{l1l
< n 6{0,10}
» Résoudre dans 7 l'équation: x*>—y® =35
Ona: X*-y*=35 < (x—y)(x+y)=35etcomme ona+35=1x35=(-1)x(-35)=5x7 =(-5)x(-7)
x=y=1 X=y=35 X—y==1 X—y=-35
x+i//=35 o {x+§:l o {x+§l/=—35 o {x+§/:—1

X— :5 —V = —V =— -V =—
ou y ou xmy=1 ou Xmy=-0 ou Xmy=-T
X+y=7 X+Yy=5 X+y=—7 X+y=-5
x=18 x=18 Xx=-18 x=-18 X=6 X=6
= ou ou ou ou ou
y=17 y=-17 y=-17 y=17 y=1 y=-1

{x:—G o {x:—G
y=-1 y=1
Alors S ={(18,17);(18,-17);(~18,-17);(-18,17);(6,1);(6,-1); (-6,~1);(-6,1)}

Remarques
¢ Effectuer une division euclidienne de a par b consiste a déterminer le quotient q et le reste r tels que

a=bqg+r
0<r<|b|
¢ blaer=0

I1 - Plus grand diviseur commun — Plus petit multiple commun
1 — Plus grand commun diviseur de deux entiers

Alors: X2—y2=35 <:>{

Définition

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle le plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a,b) ou aAb, le plus grand diviseur
positifde a etde b .

Exemples
1) Déterminer PGCD (84,130) .

Réponse
Déterminons tous les diviseurs de 84 et ceux de 130.

On a:84=1x84=2x42=3x28=4x21=6x14=7x12 .Donc Dg, = {1, 2,3,4,6,7,12,14,21, 28, 42,84}
Et 130 =1x130 = 2x 65 =5x 26 =10x13. Donc Dyq, = {1,2,5,10,13, 26, 65,130}
Onaaussi: Dg, MDjgy ={12} . Alors PGCD(84,130) =2
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2) Déterminer PGCD(120,111)

Proposition 1
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Tous les diviseurs communs de a et b sont des diviseurs du PGCD (a, b).

dla

Autrement dit : Si {d b alors djaab

Remarque

Pour déterminer a Ab,lorsqu’on connait a et b, on utilise:
% Les diviseurs communs
% L’algorithme d’Euclide
# La décomposition en produit de facteurs premiers

Proposition 2
Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Alors :

*x anra=|a| . anl=1 . arb=bnaa , an(bac)=(anb)ac
x sidl|a alors and=|d| ;  Siaz0Oalorsan0=[q ;  anb=|b|<bla
* l<aab<min(a,b)

Proposition 3
Soient @, b et k trois entiers relatifs non nuls. Alers*

PGCD (ka,kb) =Jkjx PGCD(a,b)

Proposition 4
Soient a et b deux entiers relatifs et d =a Ab. Alors il existe (a b ) un couple d’entiers relatifs tels que :

a=da'
b=db'
a'nb'=1

Définition
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si et seulementsi anb=1

2 — Algorithme d’Euclide

Proposition 1
Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a >b et soit rle reste de la division euclidienne de a par b

Alors: anb=bAar

Exemples
Déterminer a Ab dans chacun des cas suivants :

1) a=1986,b=936 ;2)a=2700,b=909 ;3) a=9680, b=4690

Réponses
= Ona: * Ona:

1986 =936x2+114 2700=909x 2 +882
936=114x8+24 909 =882x1+ 27
114=24x4+18 882=27x32+18
24=18x1+6 27=18x1+9
18=6x3+0 18=9%x2+0
Donc PGCD(1986,936) =6 Donc PGCD(2700,909) =9

Proposition 2
Soient a et b deux entiers naturels non nuls telsque a >b .

Si b ne divise pas a, alors le PGCD (a, b) est le dernier reste non nul obtenu par 'algorithme d’Euclide.
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Autrement dit :
Siona:
a=bxq+n yh#0
b=rxq,+r, 1, %0
h =T X0ns2 T heo v Thi2 #0

M1 =2 X0nsg +0
Alors PGCD(a,b)=r,,

3 - Plus petit commun multiple de deux entiers

Définition
Soient a et b deux entiers non nuls.
Le plus petit multiple commun positif non nul de a et b est appelé le plus petit multiple commun de a et b .

Onlenote PPCM (a,b) ou avb,

Exemple

Déterminer av b dans chacun des cas suivants::

Ha=2,b=3 ; 2)a=5,b=7 ] 3)a=13,b=17
Réponses

1) Notons M (@) l'ensemble des multiples positifs dea.
Ona: M(2)=2Z"={0,2,4,6,810,12,...} et M(3)=3Z" ={0,3,6,9,12,....}
D'ou M(2)nM(3) = {0, 6,12, } Par suite 2v3=6

Proposition 1
Soient a et b deux entiers non nuls. Alors : |a X b| = (a A b)x (a v b)

Remarque
' laxb|
Ona: (a\/b): (a/\b)

Propriétés
Soient @, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Alors :

* ava=[q

avb=bva

avl=|a|

(avb)vC:av(va)

al(avh), b](avb) , (avb)laxb
Si bla, alors avb=|q

* % %

* SiM est un multiple commun de a et b, alors ( av b) M.

[II — Conguences dans 7,

Définition

Soit N e N*.

Deux entiers relatifs & € D sont dits congrus modulo N si et seulement si d — b est divisible par N.On note
a=b[n].

Autrementdit: a=Db[n]<n|(a-b) < JkeZ:a-b=nk

Proposition
Soit Ne N*.
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Soient A €tD deux entiers relatifs tels que a=nqg+r ol (q, r) eZxNavecO0<r<n et
b=ng+r'ou(q,r')eZxNavec0<r'<n.Alors: a=b[n] < r=r’
Exemple
Ona: 785=14x56+1 et 407 =14x29+1 donc 785= 1[14] et 407 = 1[14] . Alors 785 =407 [14]
Propriétés
Soit N € N*. Alors :
* a= a[n] pour tout entier relatif a
* V(ab)eZ?:a=b[n]< b=a|n]
s |a=b[n]
* ‘v’(a, b, C) el = a=cC [n] (relation de transitivité)
b= c[n]
Propriétés (congruence et opérations)
Soit N e N*.
Soient a,a',b et b' quatre entiers relatifs tels que : a = b[n] et a'=s b‘[n] . Alors:
* a+a'=b+b [n] (La congruence modulo n est/compatible avec + dans 7, )
*x a-a'sh-b'[n]
* axa'=bxb [n] (La congruence modulo n est compatible avec x dans 7 )
*x VkeZ: kxa=kxb[n]
x VpeN': aP=b"[n]
Exemples
1) Soient xety deux entiers relatifs tels que X= 4[7] ety= 3[7] alors :

X+y=4+3[7] et 5xx—2xy=5x4-2x3[7] donc x+y=0[7] et 5xx-2xy=0[7]

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2*° par 5 et 2*7 par 7

# On sait que toute puissance de 1 est égale a 1. Cherchons une puissance de 2 qui est congrue a 1 modulo 5.

Ona:2*=16 51[5] et 456 = 4x114 donc 2*°° =244 [5]

_ (24 )114 [5]
= 1114 [5]
=1[5]

2% par 5 est1

Donc le reste de la division euclidienne de

3) Déterminer les entiers relatifs X tels que: X+ 6= 5[3]
Ona: X+6=>5[3] < 6+x—6=5-6[3]
& X= —1[3]
& X= 2[3]
Donc S :{2+3k/k EZ}
4) Résoudre dans 7 ,1'équation : 3X = 5[4]
Ona:3X= 5[4] < 3X 51[4] car 4= 0[4]

x=..[4] 0 1 2 3

3x=...[4] 0 3 2 1

Donc on déduit & partir du tableau que 3X = 1[4] & X= 3[4]
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D'ou S :{3+4k/k eZ}
Théoréme

Soit ne N*.
Soient a, b et C trois entiers relatifs non nuls telsque d =c An. Alors :

ac=bc[n] < azb{g}

Preuve

Proposition
Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

Soient a, b et C trois entiers relatifs non nuls tels que c An=1. Alors :
* ac=bc[n] < a=b[n]

a=b[n] .
ool o
ac =bc[n]
* < p premier = a=b[p]

p ne divise pas n

Exemple
Résoudre dans 7, I'équation : (E) D 2X = 6[14]

Enposant a=X,b=3,c=2et n=14;ona:(E)<:>achc[n] et comme d*=cAn=2,alors:
n
d

D'aprés le théoréme précédent ,ona: a= b{ } soit X = 3[7] D'ou S = {3+ Tk K e Z}
IV — Les nombres premiers
1 Définitions et propriétés
Définition
Soit P un entier relatif non nul.

A Onditque p est premier s'il admet exactement deux diviseurs positifs 1et |p|

A Si p n'est pas premier et P> 2, on dit qu'il est composé

A L'ensemble des entiers naturels premiers est noté P
Conséquences

> Le nombre 1n'est pas premier (car il ne posséde qu'un seul diviseur)
> Un entier naturel premier p est supérieur ou égala2: p>2

> Les nombres premiers positifs inférieurs a 100 sont :
2:3:;5;7;11;13;17 ;19 ;23 ;29 ;31;37 ;41 ;43 ;47 ;53 ;59 ;61 ;67;71;73 ;79 ;83 ;89 ;97.
Remarque
Les entiers p et — p tels que | p| > 2 ont la méme primalité (sont premiers tous les deux ou ils ne le sont pas tous

les deux) . Pour cela on va se limiter dans l'étude des nombres premiers aux entiers naturels.

Proposition 1 (Critére d’arrét)
* Tout entier naturel n tel que n > 2, admet au moins un diviseur premier.

* Si N n'est pas premier, alors il admet un diviseur premier p tel que 2< p < \/ﬁ
Méthode
Pour montrer qu'un entier naturel N est premier ou non, on suit les étapes suivantes :

= On calcule \/ﬁ

= On détermine tous les nombres premiers p tel que 2< p < \/ﬁ

= On teste la divisibilité de N par ses nombres
= Conclusion:

o Si Nn'admet aucun diviseur premier p tel que 2< p< \/ﬁ alors on affirme que N est premier.
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o Siontrouve qu'un entier premier p tel que 2< p< \/ﬁ estun diviseur de N, on arréte la recherche
et on affirme que N n'est pas premier.

Exemple
Déterminer parmi les nombres entiers suivants ceux qui sont premiers :
109 ; 203;601.

= Ona \/ﬁ =10,4. Les entiers premiers qui sont inférieurs a x/10_9 sont:2;3;5et7
Aucun de ses entiers ne divise 109. Alors 109 est premier

= Ona \/T(B =14,2. Les entiers premiers qui sont inférieurs a \/ﬁ sont:2;3;5;7;11et13
Etona: 7|203. Donc 203 n'est pas premier

Proposition 2
Soit N e N tel que N> 2 et non premier. Alors le plus petit diviseur positif de n différent de 1 est premier.

Proposition 3
L'ensemble P des entiers naturels premiers est un ensemble infini.

Crible d'Eratosthéne

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33|34 | 35|36 | 37| 38| 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71| 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
8l | 82 | 83 |84 |8 | 8 | 8 | 88 | 89 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130
131 | 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150

Proposition 4
* Si p et q sont deux entiers premiers positifs distincts, alors ils sont premiers entre eux.

Autrement dit : V(p,q)ePz, p£q = pArQg=1
* Si p est premier, alors P est premier avec tous les entiers qu'il ne divise pas.

Autrementdit: (VneZ)(vpeP), (p nedivise pasn)= pan=1

Proposition 5 (Théoréme de Gauss et nombres premiers)
* Un nombre premier divise un produit de facteurs si, et seulement si, il divise 'un de ces facteurs.

Autrement dit : (V(a,b)eZZ)(VpeP): plab < plaou p|b
* (VpeP)(VaeZ)(vkeN): pla“s pla

n
% (P, By, Pyros o) € P pITT R <:>[3ie{l,2,...,n}/p: pi}
i1

.2 — Décomposition d'un entier en produit de facteurs premiers
Théoreme fondamental de l'arithmétique
Tout entier N> 2, peut se décomposer de fagon unique en un produit de facteurs premiers.

Autrement dit : (Vn eN” —{1})(3!(pl, P, P) € Pk)(EI!(ocl,ocz,...,ock) eN*k): N= P x P2 X...x P

Exemple
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Décomposer en un produit de facteurs premiers les entiers suivants :

a=12375 ; b=5096

12375 3 5096 2
4125 3 2548 2
1375 5 1274 2
275 | 5 637 | 7
55 5 91 7
o 13| 13
) 1
Donc: 12375=3%x5%x11 Donc: 5096 =23x7?x13

Proposition 1
Soit N un entier naturel tel que N > 2 dont la décomposition en produit de facteurs premiers est :

n=p*xpPy2x..x pa"  oU py, Py,..., P, SONt des entiers naturels premierset o, ct,,...,a, sont des entiers

naturels. Alors :
* Tout diviseur d de N a pour décomposition en produit de facteurs premiers :

d = pf*x py2 x..x pfr avec 0<Pi <oy pour tout i €{1,2,..4n}

* Le nombre de diviseurs de N est: N = (1+ o) (1+ 0, )(...)(1+ )

Exemple
Trouver le nombre de diviseurs de 120 puis déterminer tous

ses diviseurs.

On vérifie que 120 = 22 x3x5 3050 1 2 4 8
On a alors (1+ 3) (l+l) (l+ l) =16 . Donc 120 posséde 16 diviseurs.

Pour déterminer les diviseurs de 120 on peut utiliser le tableau suivant
Donc l'ensemble des diviseurs de 120 est: 3051 5 10 20 40
Dipo = {1, 2,3,4,5,6,8,10,12,15, 20, 24, 30, 40, 60,120}

3150 3 6 12 24

315 15 30 60 120

Proposition 2
Soient a et b deux entiers naturels dont les décompositions en produit de facteurs premiers sont :

a=p"x Py? X..X pr etb=pf1><pgz><...>< pﬁ” ouVie Ln:p,ePet (oci, i)eNZ.Alors:

* a/\ b — p]i-nf(alvﬁl) X piznf(azvﬁz) X...X p:]nf(anvﬁn)

*x avb= plsup(alyﬁl) v pgup(azyﬁz) X ... % pf]Up(an,Bn)

Exemple
Déterminer a A D et a v b dans les cas suivants:
1)a=198,b=25 ; 2)a=168,b=204 ; 3)a=4294,b=3521

VII — L'ensemble Z/NZ
1 — Classe d'équivalence

Soit Ne N™.
A L'ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division euclidienne par N, est appelée
La classe d’équivalence der et est notée I .

Autrement dit : rZ{XEZ/XEI’[n]}Z{I’—Fnk/kEZ}

A Plus généralement:Si acZ et ne N,
La classe d'équivalence de @ modulo N est 'ensemble défini par :
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a={xeZlx=a[n]}={a+nk/keZ]

Exemple
¢+ sin=2,ona: 0={xeZ/x=0[2]}={2k /k e Z} =2Z

Bt 1={xeZ/x=1[2]}={1+2k/k e Z}

Donc 0 est I'ensemble des entiers relatifs pairs et 1 est l'ensemble des entiers relatifs impairs, par site :
Pour N=2,0na: 0U1=7
¢ sin=3,ona: 0={xeZ/x=0[3]} ={3k/keZ}, 1={xeZ/x=1[3]} = {3k +1/ k e Z}

Et 2={xeZ/x=2[3]}={3k+2/keZ} Deplusona: Z=0U1U2
. Modu109,ona:ﬁ:§={5+9k/k€Z}; ﬂ=6={6+9k/keZ}.

Proposition

Soit N e N™.
Pour tout X € Z, on désigne par X la classe d’équivalence de X modulo N. Alors:

* (Vanﬂﬁh'Qn—i):E:F

* si0<r<net0<r'<n,alors:
DF=r'or=r'
mr¢ﬂ¢3FmF=®

« (vaez)(3r O,n-4 )aer

*x Z=0ulu..u(n=1)

Notation
Soit Ne N™.

L'ensemble des classes d’équivalence modulo N est noté: Z1InZ.

Ona: Z/HZ:{E,I,Z...,E}.DOM: card (Z/nZ):n_

Exemple
ona:Z/22={0,1}; Z13%={0,1,2} ; Z/72={0,1,2,3,4,5,6}
n

2 — Opérations dans I'ensemble 7.1 nZ

Définition
Soit Ne N,
A L'addition + dans Z / NZ est définie,pourtout X €t Yy de Z /NZ par: X + Y =X+ Y.

A Lamultiplication X dans Z / NZ est définie, pour tout X et Y de Z / nZ par: X x J = XX Y

Exemples
= On définit 'addition dans + Z /5Z par:
+ | 0| 1] 2|3 | 4 x | 0| 1|2 ]3] 4
0|0 | 1T |2 |3 |14 0 |]0|]O0O]0]O0]O
1| 1] 23] 4]0 11012 ] 3|4
2 | 213|401 2 |0 ] 2] 4|13
3 /3|40 |12 3]0 /3|14 ]2
4 | 4] 011|213 4 | 0| 4 ]3| 2|14

= Résoudre dans Z [/ 57, les équations suivantes :

9 https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.ccom/

lere BIOF SM  Chapitre 12 : Arithmétique dans Z S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.com

_+.

3x=2 : 2x°+3x+1=0 ; (§X—I)(§x+§):5

(Nl

N[ |

Blw|

[
ol | ol
Wl

Donc S =4 = {4+5k/keZ}

2) 2x% +3x+1=0

><+

N

W[N] | ] [
Ol |||l |||
Wl ||| | |wl]
ol NN [ [

wl |

NI
><
r\>| ><

0
0
0
0
1
2

C &
-l>|

Donc :

={2+5k, 4+5k /k e Z}

Proposition
Soit P un nombre premier positif. Alors :

* (VKGZ/pZ {O})(ElyeZ/pZ { 2

* (VXeZlpZ) (VY eZlPL): Xxy=0< (

‘<I

><|
Ol
<|
Il
ol
~—
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