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I — Division dans Z
1— Multiples et diviseurs d'un entier relatif
Définition
Soit @ et d deux nombres entiers relatifs tel que d = 0.

A On dit que d divise @, ou que d est un diviseur de a si et seulement si il existe un entier relatif ( tel
que a=dx(Q.Onnote d|a
A Ondit que a est un multiple de d si et seulement si d est un diviseur de a

Exemple
= 3|51 car 51=3x17
= 243 est un multiple de 9 car 243 =9x27

Remarque
+ Un nombre entier relatif X est pair si et seulement si X est divisible par 2.
Autrement dit : Un nombre entier X est pair si et seulement si il existe k € Z tel que X = 2k
¢ Un nombre entier relatif X est impair si et seulement si X n'est pas divisible par 2.
Autrement dit : Un nombre entier X est impair si et seulement si il existe K € Z tel que X =2k +1
Propriétés
Soient a, b, c, d, net m des nmbres entiers relatifs et p e N*

Sib#0ona: b|a<:>%eZ

Sid#0ona:d|0

lla;(-Dla; alaet (-a)|a

Sialbetb|c alors ajc

Sialbetalc alors anxb+mxc pour tout (n,m)eZZ
Sialbetb|a alors a==*Db

sialbetb=0 alors' |a|<|b]

LD S D S D S S o

Sia#0,ona:a’|b? < alb

Exemples
1) Soient X et y des entiers relatifs. Montrer que 7 |(2x+3y) < 7|(5x+4y)

Réponse
=) 7|(2x+3y)= 7|6(2x+3y) et 7|7(x+2y)

= 7|[6(2x+3y)-7(x+2y)]
=7(5x+4y)

<) 7|(5x+4y)=7(6(5x+4y) et 7|7(4x+3y)
=7|[6(5x+4y)—7(4x+3y)]
=7|2x+3y

Donc 7|(2x+3y) < 7|(5x+4y)

2) Déterminer les nombres entiers naturels n tels que (n2 +1) |(n+1).
Réponse

: 2 2 2 : figis
Soit ne N tel que (n +1) |(n +l) .Comme (n +l) >0 et (n +1) >0 alors (n +1) < (n +1) ce qui est vérifié que
pour n=1. Alors <n2 +1) (n+1) = n=1

2 — Division euclidienne dans Z

Proposition
Soient a et b deux entiers relatifs tels que b # 0. Il existe un unique couple (q, r) e ZxN tel que:
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a=bg+r
{0 <r<|b|
L'entier q s’appelle le quotient et I'entier r s'appelle le reste de la division euclidienne de a par b .

Exemples
= Effectuer la division euclidienne de 427 par 9 puis celle de —427 par 9.

Ona: 427 =9%x47+4 donc —427:9><(—47)—4:9><(—48)+5
D'ou —427 =9x(—48)+5
= Déterminer les entiers naturels n pour lesquels 3n2 +15n +1 soit divisible par n+1.
ona:3n®+15n+1=(n+1)(3n+12)-11
Donc (n+1)|(3n° +15n+1) < (n+1)|(n+1)(3n+12)-11
< (n+1)[11
< n+le{l11}
<n e{O,lO}
» Résoudre dans 7Z l'équation: x>—y? =35
Ona: x*-y?=35< (Xx—y)(X+Y)=385et comme ona+35=1x35=(-1)x(-35)=5x7 =(-5)x(-7)
x-y=1 X=y=35 X—y==1 X—y=-35
x+§//=35 o {x+§:1 o {x+§:—35 o {x+§:—1

X — :5 — = — = — — = —
u y ou x=y=71 ou X=y=-5 ou X=y=-T
X+y=7 X+y=5 X+y=-7 X+y=-5
x=18 x=18 x=-18 X=-18 X=6 X=6
= ou ou ou ou ou
y=17 y=-17 y=-17 y =17 y=1 y=-1

{x=—6 ol {x:—6
y=-1 y=1
Alors S ={(18,17);(18,-17);(~18,-17);(~18,17);(6,1);(6,~1);(-6,—1);(-6,1)}

Remarques
¢ Effectuer une division euclidienne de a par b consiste a déterminer le quotient q et le reste r tels que

a=hbq+r
0<r<|b|
¢+ blaer=0

II - Plus grand diviseur commun — Plus petit multiple commun
1 — Plus grand commun diviseur de deux entiers

Alors: x2—y2:35 <:>{

Définition

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle le plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD (a, b) ou a A b, le plus grand diviseur
positif de a etde b .

Exemples
1) Déterminer PGCD (84,130) .

Réponse
Déterminons tous les diviseurs de 84 et ceux de 130.

On a:84=1x84=2x42=3x28=4x21=6x14=7x12.Donc Dy, ={1,2,3,4,6,7,12,14,21,28,42,84}
Et 130=1x130=2x65=5%x26 =10x13.Donc D;3, = {1, 2,5,10,13, 26, 65,130}
Onaaussi: Dg, MDjgy ={1,2} . Alors PGCD(84,130) = 2
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2) Déterminer PGCD (120,111)

Proposition 1
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Tous les diviseurs communs de a et b sont des diviseurs du PGCD (a, b).

dl|a

alors d|aab
dlb

Autrement dit : Si {

Remarque

Pour déterminer a Ab,lorsqu'on connait a et b, on utilise :
% Les diviseurs communs
s L’algorithme d’Euclide
s La décomposition en produit de facteurs premiers

Proposition 2
Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Alors :

*x ana=[q ;. anl=l ; anb=bnaa ; an(bac)=(anb)ac
*x sidla alors and=|d| ;  Siaz0alorsan0=[q ;  anb=[p|<bla
*x l<aab<min(a,b)

Proposition 3
Soient a, b et k trois entiers relatifs non nuls. Alors™

PGCD (ka, kb) =|Klx PGCD(a,b)

Proposition 4
Soient a et b deux entiers relatifs et d =a Ab. Alors il existe (a b ) un couple d’entiers relatifs tels que :

a=da'
b=db'
a'nb'=1

Définition
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si et seulementsi anb=1

2 — Algorithme d’Euclide

Proposition 1
Soient a et b deux entiers naturels non nulstels que a >b et soitr le reste de la division euclidienne de a par b

Alors: anb=bAar

Exemples
Déterminer a Ab dans chacun des cas suivants :

1) a=1986,b=936 ;2)a=2700,b=909 ;3) a=9680,b=4690

Réponses
= Ona: = Ona:

1986 =936x2+114 2700=909x 2 +882
936 =114x8+24 909 =882x1+ 27
114 =24x4+18 882=27x32+18
24=18%x1+6 27=18x1+9
18=6x3+0 18=9%x2+0
Donc PGCD(1986,936) =6 Donc PGCD(2700,909) =9

Proposition 2
Soient a et b deux entiers naturels non nuls telsque a>b .

Si b ne divise pas a, alors le PGCD (a, b) est le dernier reste non nul obtenu par l'algorithme d’Euclide.
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Autrement dit :
Siona:
a=bxq+n ;h#0
fh =T X0Oneo T2 » Thio #0

M1 = My X Ony3 +0
Alors PGCD(a,b) =r,,,

3 - Plus petit commun multiple de deux entiers
Définition
Soient a et b deux entiers non nuls.
Le plus petit multiple commun positif non nul de a et b est appelé le plus petit multiple commun de a et b .

Onlenote PPCM (a,b) ou avb,

Exemple

Déterminer av b dans chacun des cas suivants :

)a=2,b=3 ; 2)a=5,b=7 ; 3) a=13,b=17
Réponses

1) Notons M (@) l'ensemble des multiples positifs de-a.
Ona: M(2)=2Z"={0,2,4,6,810,12,...} et M(3)=3Z" ={0,3,6,9,12,....}:
D'ou M(2)nM(3) = {O, 6,12, } Par suite 2v3=06

Proposition 1
Soient a et b deux entiers non nuls. Alors : |a X b| = (a A b) X (a V b)

Remarque
_ laxb]
Ona: (a\/b):(a/\b)

Propriétés
Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Alors :

* ava=|a|

avb=bva

avl=|a|

(avb)vec=av(bvc)

al(avb), bj(avb) , (avb)laxb
sibla, alors avb=|a|

L S D

* Si M est un multiple commun de a et b, alors (avb)|[M.

III—- Théoréme de Bézout
1 — Théoréme de Bézout

Proposition
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et d € N*. Alors:

arnb=d = (EI(U,V)EZZ); d =au+bv

Remarques
+ Laréciproque n'est pas vraie : En effetona: 2x 24+ (—2) x18 =12 mais 24 A18=6#12

¢ Lecouple (u,v) n'est pas unique : En effet ona: 24 A18 =6 donc 1x 24 + (—1)><18 = (—2)>< 24 +3x18=6
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Théoreme de Bézout
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors :

anb=1< (EI(U,V)EZZ); 1=au+bv

Exemples

1) Montrer que : (Vn € Z); (7n+ 2) A(3n +1) =1.

En effet,on a: 7(3n+1)—3(7n+2)=1 ,doncsionpose U=7etv=—3ona: (3n+1)u+(7n+2)v=1
D'aprés le théoréme de Bézout (7n+2)A(3n+1)=1

2) En utilisant les égalités de Bézout, montrer que : (El(u,v) € ZZ) rau+bv=18

Posons a =360 et b =234 . En appliquant 'algorithme d’Euclide,on a:
a=b+126 = 126=a-b

b=126+108 = 108=b-126

126 =108+18 = 18=126-108

108=18x6+0 = 360A234=18

Alors 18 =126 —(b—126)=2x126-b=2(a—b)~b=2a-3b
Donc 2a+(-3)b =18

Enposant U=2etv=-3,ona: (El(u,v) eZZ): au+bv =18

2 — Applications du théoréme de.Bézout

Théoréme de Gauss
. L . c|ab
Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Ona: ! =.clb
A Q=
Preuve

Ona anc=1,doncd’apres le théoréme de Bézout (H(U,v) € Zz) rau+cy=1 donc (El(u,v) € ZZ) cabu+cbv=Db

Et comme C|ab donc 3k € Z: ab =ck . D'ou cku+cbv=b donc c(ku+bv)=balors c|b

Corollaire
alc

Soient &, b et C trois entiers relatifsnon nuls.Ona: <b|c = ablc
anb=1

Preuve

Ona alcetbjc,donc EI(k,h)eZ2 :c=ak et c=bh

Puisque aAb =1 donc H(U,v)eZ2 rau+bv=1

Donc C=cau+cbv =hbau+kabv =ab(hu+kv). Alors ab|c
Proposition

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls et soit (n, m) e N*? )

anb=1
< anbe=1
anc=1

* anb=l< anb"=1

* anb=1l< a"Ab"=1

IV — Equation diophantienne

Définition

Toute équation de la forme ax+by=c, ou a, b et c sont des entiers relatifs , est appelée une équation
diophantienne.
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Théoremel
L'équation ax+ by = C admet une solution si et seulement si (a A b) |C

Preuve
=) Supposons que I'équation ax -+ by = C admet une solution (XO, Yo ) donc ax, +by, =c ; posons d =aAb donc

d|a et d|b par suite d |ax, et d |by,d'ou d |ax, +by,, alors d |c donc (a/\b)|c.

<) Posons d =aAb et supposons que (aAb)|c donc d |c alors Ik e Z: ¢ = dk

Puisque d =a Ab alors EI(U,V)GZ2 ;au+bv=d

Donc c=kd =k (au+bv)=a(ku)+b(kv) ; en posant X, =ku et y, =kv on a: ax,+by, =c donc (X,,y,) est

une solution de l'équation ax+by =c

Exemple
Montrer que les équations suivantes admettent des solutions dans chacun des cas suivants :
1) 265x+180y =30 ; 1230x —-480y =750 ; 378x—-564y =90

Théoréeme 2

Sil'équation (E) : ax+by =c admet des solutions et si (Xo, Yo ) est une solution de 'équation (E) alors:

kb ka
L ble des solutions de l'équati E)est S+ + Vo — IkeZ:.
ensemble des solutions de I'équation ( )es {[XO AaAb yo arh
Preuve
Exemple

On considére I'équation (E):272x =180y =44

1) Montrer que l'équation (E) admet des solutions

2) Déterminer une solution particuliére de I'équation ( E)
3) Résoudre I'équation ( E)

V — Conguences dans 7

Définition

Soit N € N*.

Deux entiers relatifs a €t D sont dits congrus modulo N si et seulement si d — D est divisible par N.On note
a=b[n].

Autrementdit: a=Db[n] < n|(a-b) < JkeZ:a-b=nk

Proposition
Soit N € N*.
Soient a€tD deux entiers relatifs tels que a=ng+rod(q,r)eZxNavecO<r<n et

b=ngq+r'ou(q,r)eZxNavec0<r'<n.Alors: a=b[n] < r=r’

Exemple
Ona: 785=14x56+1 et 407 =14%x29+1 donc 785= 1[14] et 407 = 1[14] . Alors 785 =407 [14]

Propriétés
Soit N € N*. Alors:
* a=s a[n] pour tout entier relatif a

* V(ab)eZ’: a=b[n] < b=a[n]
a=b[n]
b=c[n]

= a=c [n] (relation de transitivité)

* V(ab,c)ez®: {
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Propriétés (congruence et opérations)

soit Ne N*.
Soient a,a',b et b' quatre entiers relatifs telsque: a = b[n] et a'=s b‘[n] . Alors:

*x a+a'=b+b'[n]

*x a-a'=b-b'[n]
* axa'beb'[n]
* VkeZ: kxaEkxb[n]
x VpeN': aP=bP[n]
Exemples
1) Soient xety deux entiers relatifs tels que X = 4[7] ety= 3[7] alors:
X+yz4+3[7] et 5><X—2><yz5><4—2><3[7] donc x+yzO[7] et 5><X—2><y50[7]
2) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2*°° par 5 et 2437 par 7

# On sait que toute puissance de 1 est égale a 1. Cherchons une puissance de 2 qui est congrue a 1 modulo 5.
Ona:2*=16 51[5] et 456 =4x114 donc 2% =2%114 [5]

') (2 p )114 [5]
Zqit4 [ 5]
=1[5]

Donc le reste de la division euclidienne de 2%°° par 5 estl

3) Déterminer les entiers relatifs X telsque: X+6 = 5[3]
Ona: X+6=>5[3] < 6+x—-6=5-6[3]
< x=-1[3]
< x=2[3]
Donc S ={2+3k/k e Z}
4) Résoudre dans Z , 'équation : 3X = 5[4]
Ona:3x=5[4] < 3x=1[4] car 4=0[4]
x=..[4] 0 1 2 3
3x=...[4] 0 3 2 1

Donc on déduit a partir du tableau que 3X = 1[4] & X= 3[4]
D'ou S :{3+4k/k EZ}
Théoreme

Soit ne N*,
Soient @, b et C trois entiers relatifs non nuls tels que d =CcAN. Alors:

ac=hc[n] < azb{ﬂ

Preuve

Proposition
Soit N et p deux entiers naturels non nuls.

Soient a, b et C trois entiers relatifs non nuls tels que c An=1. Alors :

*x ac=bc[n] < a=b[n]
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{azb[n] = a=b[p]
pIn
ac =bc[n]
* < p premier = a=b[p]
p ne divise pas n

Exemple
Résoudre dans Z , I'équation : (E) D 2X= 6[14]

Enposant a=X,b=3,c=2et n=14 ;ona:(E)<:>aCEbC[n] etcomme d =cAN=2,alors:
n
d

D’aprés le théoréme précédent ,ona: a= b{ } soit x=3[7] Dou S ={3+7k/k eZ}

VI — Les nombr remier

1 Définitions et propriétés
Définition
Soit P un entier relatif non nul.

A Onditque p est premier s'il admet exactement.deux diviseurs positifs 1et |p|

A Si p n'est pas premier et P> 2, onditqu'il est composé

A L'ensemble des entiers naturels premiers est noté P

Conséquences
> Le nombre 1 n'est pas premier. (car il ne posséde qu'un seul diviseur)

> Un entier naturel premier p est supérieur ou égala2: p>2
» Les nombres premiers positifs inférieurs a 100 sont :
2:3;5;7;11;13;17;19 ;23 ;29 ;31 ;37 ;41 ;43 ;47 ;53 ;59 ;61 ;67,71 ;73 ;79 ;83 ;89 ;97-
Remarque
Les entiers p et — p tels que | p| > 2 ont la méme primalité (sont premiers tous les deux ou ils ne le sont pas tous

les deux) . Pour cela on va se limiter dans I'étude des nombres premiers aux entiers naturels.

Proposition 1 (Critére d'arrét)
* Tout entier naturel n tel que N> 2, admet au moins un diviseur premier.

* Si N n'est pas premier, alors il admet un diviseur premier p tel que 2< p< \/ﬁ
Méthode
Pour montrer qu'un entier naturel N est premier ou non, on suit les étapes suivantes :

= On calcule \/ﬁ

= On détermine tous les nombres premiers p tel que 2< p < \/ﬁ

* On teste la divisibilité de N par ses nombres
= Conclusion:

o Si Nn'admet aucun diviseur premier p tel que 2< p< \/ﬁ ,alors on affirme que N est premier.

o Siontrouve qu'un entier premier p tel que 2< p< \/ﬁ est un diviseur de N, on arréte la recherche
et on affirme que N n'est pas premier.

Exemple
Déterminer parmi les nombres entiers suivants ceux qui sont premiers :
109 ; 203;601.

= Ona Jng =10,4. Les entiers premiers qui sont inférieurs a x/@ sont:2;3,5et7
Aucun de ses entiers ne divise 109. Alors 109 est premier

= Ona \/ﬁ =14,2 . Les entiers premiers qui sont inférieurs a \/ﬁ sont:2;3,5;7;11et13
Etona: 7|203. Donc 203 n'est pas premier

Proposition 2
Soit N e N tel que n>2 et non premier. Alors le plus petit diviseur positif de ndifférent de 1 est premier.
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Proposition 3

L'ensemble P des entiers naturels premiers est un ensemble infini.

Crible d’Eratosthéne

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71| 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130
131 | 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150

Proposition 4

Autrement dit :

Autrement dit :

V(pd)eP?, p£q= prg=1

(Vive Z)(VpeP); (p ne divise pash )= pan=1

* Si p et g sont deux entiers premiers positifs distincts, alors ils sont premiers entre eux.

* Si P estpremier, alors. P est premier avec tous les entiers qu'il ne divise pas.

Proposition 5 (Théoréme de Gauss et nombres premiers)
* Un nombre premier divise un produit de facteurs si, et seulement si, il divise I'un de ces facteurs.

Autrement dit : (V(a,b)ezz)(VpeP): plab < plaou p|b
* (VpeP)(VaeZ)(VkeN): pla“s pla

n
* V(p,py, Py P )P pI[] & [Eie{l,z,...,n}/ p= pi]
i1

Théoreme fondamental de l'arithmétique
Tout entier N> 2, peut se décomposer de fagon unique en un produit de facteurs premiers.

Autrement dit : (Vn eN” —{1})(3!(pl, Do, P) € Pk)(EI!(ocl,ocz,...,ock) eN*k): N=p" x Pa? X...X P

.2 — Décomposition en produit de facteurs premiers

Exemple

Décomposer en un produit de facteurs premiers les entiers suivants :

a=12375

12375
4125
1375
275
55

11

Donc: 12375=3?x5%x11

b =5096

Po ottt w

5096
2548
1274
637

Donc:

91
13

=N NN

i
w

5096 = 2% x 72 x13
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Proposition 1
Soit N un entier naturel tel que N > 2 dont la décomposition en produit de facteurs premiers est :

nN=p*xpy2x..x pa"  oU py, Py,..., P, SNt des entiers naturels premierset o, ct,,...,0, sont des entiers

naturels. Alors :
* Tout diviseur d de n a pour décomposition en produit de facteurs premiers :

d = p* x pb x..x pf» avec 0<Bi<a; pour tout i e {1,2,...,n}

* Lenombre de diviseurs de n est: N = (1+oy )(1+0, )(...)(1+a,)

Exemple
Trouver le nombre de diviseurs de 120 puis déterminer tous

ses diviseurs.

On vérifie que 120 = 22 x3x5 3050 1 2 4 8
On a alors (1+ 3) (1+ 1) (1+1) =16. Donc 120 posséde 16 diviseurs.

Pour déterminer les diviseurs de 120 on peut utiliser le tableau suivant
Donc l'ensemble des diviseurs de 120 est: 3051 5 10 20 40

Dipo = {1, 2,3,4,5,6,8,10,12,15, 20, 24,30, 40, 60,120}

3150 3 6 12 24

35! 15 30 60 120

Proposition 2
Soient a et b deux entiers naturels dont les décompositions en produit de facteurs premiers sont :

a=ptxpy?x..xpyr eth= pflx pgz x..xpy ot Vie 1L,n : p;eP et (af, i)eNZ.Alors:
* a/\b — p]i-nf((xlvﬁl) X piznf((XZlBZ) X X pinf(anVBn)
X Py

* a \V b — pfup(alvﬁl) X pgup(ab[}z) , Ay paup(an !ﬁn)

Exemple
Déterminer a A D et a v b dans les cas suivants :
1)a=198,b=256 ; 2)a=168,b=204 ; 3)a=4294,b=3521

3 — Petit théoreme de Fermat

Théoréme (Petit théoréme de Fermat)

Soit P unnombre premier et a un entier naturel non divisible par p,alors a . l[ p] ouencore p / (a p-L —1)

Corollaire du petit théoréeme de Fermat
Soit p un nombre premier et a un entier naturel, alors a® = a[ p] .

Théoreme de Wilson
Soit p un entier naturel telque: p>2. Alors:

P est premier <> (p—1)k1 est divisible par p.

VIIL — L'ensemble Z [ N7
1 — Classe d'éguivalence

Soit Ne N™.
A L'ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division euclidienne par N, est appelée
La classe d’équivalence der et est notée I .

Autrement dit : F:{XEZ/xEr[n]}:{r+nk/keZ}

A Plus généralement:Si aeZ et ne N”,

La classe d’équivalence de @ modulo N est 'ensemble défini par :

a={xeZlx=a[n]}={a+nk/keZ]

Exemple
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¢+ sin=2,ona:0={xeZ/x=0[2]} ={2k/k e Z} = 2Z
Bt 1={xeZ/x=1[2]}={1+2k/k e Z}
Donc 6 est I'ensemble des entiers relatifs pairs et 1 est I'ensemble des entiers relatifs impairs, par site :

Pour n=2,ona: 6UI=Z
¢ sin=3,ona:0={xeZ/x=0[3]}={3k/keZ}, 1={xeZ/x=1[3]} = {3k +1/ k e Z}

Et EI{XGZ/XEZ[?)]}={3k+2/k€Z}.Deplusona:Z=6UIU2
. Modulog,ona:ﬁ=§={5+9k/k€Z}; m=6={6+9k/k€Z}.

Proposition

Soit Ne N™.
Pour tout X € Z, on désigne par X la classe d'équivalence de X modulo N. Alors :

* (vaez)(3r On-1):a=r

* si0<r<net0<r'<n,alors:
1)T:r_'<:>r:r'
Ar£r o rnr'=yg

« (vaeZ)(3!r O,n-1)waer

x Z=0ulu..u(n=D)

Notation
Soit Ne N™.

L'ensemble des classes d'équivalence modulo N est noté : 7 1nZ.

Ona: Z/HZ:{ﬁ,i,z...,a}.Donc: card (Z/HZ)ZI’].

Exemple
ona:Z/22={0,1}; Z132={0,12} ; Z/72={0,1,2,3,4,5,6}
n

2 — Opérations dans I'ensemble 7. 1 nZ

Définition
Soit Ne N,
A L'addition + dans Z / NZ est définie, pourtout X €t Yy de Z /NZ par: X + Y =X+ V.

A Lamultiplication X dans Z / NZ est définie, pour tout X €t Y de Z /NZ par: X x § = Xx Y

Exemples
» On définit 'addition dans + Z /57 par:

+ | 0 | 1|2 |34 x | 0| 1T ]2 ]3| 4
00 | 1|2 ]| 3| 4 0| 0|0/ 0] 0] O
1 |1 2 3 | 4 0 1 0 1 2 3 | 4
2 | 2 3 4 | 0 1 2 0 2 4 1| 3
33|40 |1]2 3,031 |47 2
4 | 4 0 1| 2 3 4 0 4 3 2 | 4
= Résoudre dans Z [/ 57, les équations suivantes :
3x=2 : 2x>+3x+1=0 (§X—I)(§x+§):6

) 3x=2
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X 0 1 2 3 4
3x 0 3 1 4 2
DoncS=Z={4+5k/k€Z}
2) 2x2+3x+1=0
X 0 1 2 3 4
X2 0 1 4 4 1
2x2 0 2 3 3 2
3x 0 3 1 4 2
2x2+3x+1| 1 1 0 3 0
Donc: S =2U4={2+5k, 4+5k/k eZ}

Proposition
Soit P un nombre premier positif. Alors:

* (VXeZ/pZ)(vyeZ/pZ): XXy = <:>(Y=50u y=0)

VIII - tem

numeération

1- Bases de numération
Les bases de numération sont un concept fondamental en mathématiques, elles représentent la maniere dont les
nombres sont exprimés en fonction d'un systéme de nombres élémentaires. Les bases les plus courantes sont la
base 10 (le systeme décimal), la-base 2 (le systéme binaire), la base 8 (le systéme octal), la base 16 (le systéme
hexadécimal) et la base 60 (le systéme sexagésimal). Voici un apercu des bases les.plus courantes :

-

-

Base 10 (Décimale)::
Utilise les chiffres0,1,2,3,4,5,6,7,8 et 9

Par exemple : 3526 = 3526(10) =3x10% +5x10% +2x10" + 6x10°
Base 2 (Binaire) :
Utilise les chiffres: 0 et 1

(2
Par exemple : 110101 =1x 2% +1x2% + 0x 2% +1x 22 +0x 2t +1x 2°
Base 8 (Octale) :
Utilise les chiffres 0,1,2,3,4,5,6 et 7

Par exemple : 2715 = 2x 8% +7x8% +1x 8! +5x8&°

Moins utilisée que la base 2 et la base 10

Base 16 (Hexadécimale) :

Utilise les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 et les lettres A,B,C,D,EF (représentant 10,11,12,13,14,15)

Par exemple : LAGDZF ) =1x16° +10x16* + 9x16% +13x 162 + 2x 16" +15x 16°
Souvent utilisée en informatique pour représenter des adresses mémoire et des valeurs binaires de
maniere plus compacte.

Base 60 (Sexagésimale)

Théoréme
Soit P un entier naturel tel que P> 2.

Tout entier naturel X s'écrit d'une fagon unique: X = Z a pk ou les 3, sont des entiers naturels tels que

O<a <paveca,=0si x=0etn=0si x=0.

La suite dj, dy,..., d,, est appelée développement de X enbase P etl'onécrit: X =a,a, ;...84d,

n

k=0

(p)
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Remarque
=510
En base 10, on utilise la notation habituelle de I'écriture des nombres par exemple 5427 au lieu de 5427

Exemple

1) Ecrire 3654 en base 7. 3654 |_7_
Donc:: 0 522

—(7) 7
3654 =13440 s
2) Ecrire 1010001(2) e, base 10 4 10|
ona: 10100017 =1x 28 +1x 2* #1=81 3 ﬁ
3) Ecrire 6124(7) en base 4. e

ona: 6124 =6x 73 +1x 72+ 2x7 +4=2125

Etona:

2125 =201031""

7 4
Dou: 6124 = 201031
Proposition
Soit P un entier naturel tel que P > 2.

————(p) ———(p)
Soient X €t Y deux entiers naturels telsque: X=a,a,_;...8,a, et Y =C,.C_---CC

* SiMm>nN,alors Yy > X.
* Si m=netC,=a,C,=4a ,,.,C,=a,etc >a  alors Yy > X
Etsi C; <@y, alors Y <X.
Exemples
®) Sana®
e Onpose X=23615 et y=7926

Le nombre de chiffres formant X est 5 et le nombre de chiffres formant Y est 4 et puisque 5> 4 alors
X>y

e Onpose: X= 32410(5) et y=32432

Les entiers X €t Y sont formés par le méme nombre de chiffres 5. Et comme 3 > 2, alors Y > X .

2 — Addition et multiplication dans le méme systéme de numération
Exemples

caleuter 1) 3514 +532" et 2) 251" x132
1) Calculons 3514(6) + 532(6)

1¢ méthode

ona: 3514 =3x 6% +5x6% +1x6+5 et 532" =5x 62 +3x 6+ 2

©)

(6)
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Alors: 3514 +532" " =3x6° +(5+5)x 6 +(1+3)x6+(4+2)
=3x6°+6°+4x6°+4x6+6
=4x6°+4x6%+5x6
— 4450"

2¢me méthode

On applique l'opération verticalement 14

En se rappelant que 6= 0[6] et 5314

8=2[6] " 532

-~ 10350
== ==

2) Calculons 251 " x132

1¢¢ méthode
ona: 251 =2x62 +5x6+1 et 132 =1x62+3x6+2

A1) 5506)

Donc: 251 x132 :(2><62+5><6+1)(1><62+3><6+2)
=2x6"+(6+56)x6° +(4+15+1)x6%4(10+3)x6+2
=2x6" +6x6°+5x6° £3x6x6%2+2x6°4+2x6x6+6+2

=3x6" +8x6° +4x 6% +1x6+2

=4x6%%4+ 2x6°+4x6% +1x6+2 _
©6) 251
=42412 A
2°m¢ méthode 132
542

On effectue 'opération verticale a 'aide des retenues +
n 1233 .
251 ..
- 42412

3 — Critéres de divisibilité par 3,4,5,9 et 11

Proposition

Soit X € N tel que X :m(m) avec a, # Oet0< q <10 pour tout e {0,1,2,...,!’1}.A10rs ona:
* x=0[5] < (a,=00u a,=5)
* x=0[25] < a,a,=0[25] < (a,a, =00 ou a,a, = 25 ou a,a, =50 ou a,a, = 75)
* XEO[4] < aa, 50[4]

« x=0[3] = zoa =0[3]

R xEO[9]<:>§aiEO[9]

* x=0[11] & (-1’3 =0[11]

Exemples
Etudier ma dérivabilité de X = 49500 par 2,3,4,5,9,11 et 25.

————()
Ona X = a,3,a,3,3,
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ona: 8, =0donc X=0[2] et a,+a, +a, +a,+a, =5+9+4=18, donc 18=0[3] donc x =0[3]
Et 18= 0[9] donc x = 0[9]. Puisque a, = 0 donc X = 0[5] .Comme a,d, = 00= 0[4] alors X = 0[4].
De méme Q,d, =OOEO[25] donc XEO[25].

Onaaussi 8, —a;+a, —a +4a, =4—9+5—O+0=OEO[11] donc XEO[ll].
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