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I - Parité et périodicité d'une fonction

Définition
Soit f une fonction définie sur son domaine de définition D retTe R**

Di f . anifi (V D ) {_XEDf
» Dire que T est pailre signifie que :( Vx € ) ‘
f(=x)=f(x)
Di f . . nifi (V D ) {_XEDf
» Direque T estimpaire signifie que:(Vx e D, ); ‘
() =S (%)

» Dire que f est périodique de période T (ou T-périodique) signifie que :
X+T eD; et Xx-T e D;

(VXEDf){f(XJrT):f(x)

Proposition
Soit f une fonction et D » son domaine de définition et (C f) sa courbe représentative dans un

repére orthogonal (O; f]) .
= Si f estpaire, alors sa courbe (C f) admet I'axe des ordonnées pour axe de symétrie
» Si f estimpaire, alors.sa courbe (C ’ ) admet l'origine du repérepour centre de symeétrie

» Si f est T-périodique (T eR" ) alors sa courbe (C f ) est invariante par translation de

vecteur 7 .i
Exemples :
f(x)=x2 . g(x):x3 . h(X)=COSX+Sinx.Dh=R;
D, = R; f est paire D, = R, g est impaire h est périodique de période T =21

My g(—z) = —g(z)
| -2

(C . ) admet l'axe des (Cg) admet O l'origine du (C,) estinvariable par la
ordonnées pour axe de repere pour centre de translation de vecteur 7.i
symeétrie symeétrie

II - Eléments de svmétrie
1. Axe de syvmétrie

| Propositions
Soit f une fonction et D, son domaine de définition et(C f) sa courbe représentative dans un

2a—x € Df
f(2a-2)=1(x)

d’équation x =a est un axe de symétrie de la courbe (C f)

repere orthonormé (O; f]) etsoit aeR .Si (Vx eD f){ alors la droite
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Remarques :
1/ Le réel a peut ne pas appartenir a Df .

2/ Pour montrer que la droite d’équation x =a est un axe de symeétrie de la courbe (C r ) on peut

a—xce Df
aussi montrer que: (VxeR):a+xe D, ona
f(a+x):f(a—x)
Exemples :
2
f (x) = xz—x? .Montrer que la droite d’équation x = % est un axe de symétrie de la courbe (C f) .
X —X+

En effet ona:Df =R . Soit xeDf alors 2a—x:1—xeDf =R

(1-x)" —(1-x)-2
t f(2a—x)=f(1-x)=
, |
:xz_—x_fzf(x) .D'ou le résultat.
xT—x+ [l

2. Centre de symétrie

Proposition
Soit f une fonction d’ensemble de définition D et (C f) sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (0; f]) et soit a et b deux réels.

2a-xeD
Si (VX e D¢ ) f , alors le point Q(a;b) est un axe de symétrie de la courbe
f(2a=x)=2b— f(x)

(<)

Remarque
Le réel a peut ne pas appartenira D,
C
Exemple ; (]
2
Soit f la fonction définie par : _ ¥ *+1 Montrer que
par: f(x)="7 1 2(1;2)
le point Q(1,2)est le centre de symétrie de la courbe (C f) . ;
En effet: D, = J-eer1[ W 1, +00] .Soit x e D,
donc x #let 2a—x=2-x#1 et |
2
(2-x)"+1 x*-4x+5 x*+1 x?—4x+5
2a-x)=f(2—-x)= = etcomme 26— f(x)=4— =
/( )=1(2-x) (2-x)-1 1-x /() x—1 1-x
d'ou f(2-x)=4-f(x) cqfd.

III - Branches infinies

| Définition

Soit f une fonction de domaine de définition D et (C f ) sa courbe représentative dans un
repere.

On dit que (C f ) admet une branche infinie sil'une au moins des bornes de D, ou f (D f) est

infinie.
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Branches infinies de la courbe (( f-)

représentative d'une fonction f

A 4

en +oo de direction
asymptotique la droite
d’équation :y = ax

en +oode direction
asymptotique I'axe
des abscisses

lim f(x)zioo lim f(x)zioo lim f(x)zb
xX—a X —>+0© X —>+00
\ 4 \
lim f(x =a (a * 0) lim f(x) =0 lim f(x) =10
X—+0 X X—>+0 X X—>+o X
y \
lim f(x)—axzb lim f(x)—axziroo |
X—>+00 X—>+00
\ 4
li —(ax+b)=0
Jim 1 (x)=(ax+)
IS
vV v A 4
\ 4
(Cf)admet e (Cf)admet une (Cf)admet une
i tot
asymptote verticale asympto't,e obl.lque A
)4 . _ en +oo d'équation : horizontale
d'équation x=a p .
yv=ax+b en +oo d'équation
y=>b
l \ 4 ‘}
(Cf ) admet une (Cf ) admet une (C f ) admet une
branche parabolique branche parabolique branche parabolique

en +wode direction
asymptotique l'axe
des ordonnées

IV - Position relative d’'une courbe par rapport a une autre courbe

|Proposition 1
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et (C f) et (Cg) leur courbe respective
dans un repére .
> (Cf ) est dessus de (Cg)<:> (vxel); f(x)>g(x)

> (Cf ) est en dessous de (Cg)<:>(vXe 1); f(x)<g(x)
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» (Cy)et(C,)se coupent au point A(a; f (a)) < f(a)=g(a)

Proposition 2
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (C f) sa courbe représentative dans un repéere

Et soit (A) la droite d’équation y = mx + p OU p et m sont des réels quelconques
* La courbe (Cf)passe au-dessus de la droite (A) < (Vxel); f(x)—(mx+p)=0

* La courbe (Cf)passe en dessous de la droite (A) < (Vx e 1), f(x)—(mx + p)<0

+ La courbe (C f) et la droite (A) se coupent au point 4 (a; f (a)) < a est une solution

De l'équation f'(x)=mx+p

Exemple :
: e 2x° +x* 1 . . .
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)= al +)2€ J;x "1 Etudierla position relative de la courbe
X+
(C f ) représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i I) par rapport a la droite

(D) déquation:y =2x+1 .

Soitxe R, f(x)~(2x+1)=——5 1
x5+

.Puisque

x® +1> 0 alors le signe de — est leméme que celui de (—x).

2

X +1
X —00 0 ~+00
—x + 0 _
f(x)—(2x+l) + 0 -

Position de (C f)
par rapport a
(D)

V - Parité et variation d'une fonction

(Cf)au—dessus de(D)/ 1(0; Cf) en dessous de(D)

Proposition
Soit f une fonction définie sur D, et | =Dy NR" et J =D NR™ .
e Sif est paire ouimpaire, on peut étudier la fonction f seulement sur D, =/ et on déduira

son étude sur J.
e Sifest périodique de période T, on peut étudier la fonction f seulement sur

De =D; n[a;a+T]olaeR

Proposition
Soit f une fonction définie sur D et | =Dy NR" et J =D NR".

¢t Sif estimpaire, alors la fonction f a les mémes variations sur I et sur J
¢t Sif estpaire, alors les variations de f sur J sont opposées aux variations de f sur I

VI — Concavité de la courbe d'une fonction

| Définition 1
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Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et soit (Cf ) sa courbe représentative dans

rd

un repere orthonormé (O i, j).

A On dit que la courbe (Cf ) est convexe sur l'intervalle I si, et seulement si elle est entiérement
située au-dessus de chacune de ses tangentes.
A On dit que la courbe (Cf ) est concave sur l'intervalle I si, et seulement si elle est entiérement

située en dessous de chacune de ses tangentes.

‘\__./

/ \

Courbe convexe Courbe concave

Définition 2
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert 1 et soit X, € | et soit (Cf ) sa

courbe représentative dans un repéere orthonormé (O ] ) )

On dit que le point A( Xg, | (XO)) est un point d'inflexion de la courbe (Cf ) si et seulement si elle

change sa concavité au point A.

Proposition
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et soit (Cf ) sa courbe représentative dans

un repere orthonormé (O : T, T)
* Si (Vx € I): f"(x) >0, alors la courbe (Cf ) est convexe surI.

* Si (VX € I): f"(x) <0, alors la courbe (Cf ) est concave surl.
* Sila fonction dérivée seconde f" s'annule en changeant de signe en X, € |, alors le point

A( Xy, f(X,)) est un point d'inflexion de la courbe (Cf ) .

S v
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Remarque
La concavité de la courbe (Cf ) peut étre utile pour étudier la position relative entre la courbe (Cf ) et

I'une de ses tangentes.
V - Courbe d'une fonction :(méthode)
Soit fune fonction définie sur son domaine de définition Dy . Pour construire la courbe C¢

représentative de f dans un repére orthonormé (0O;1,}), on peut suivre le protocole suivant :

Construire un repére selon les consignes

Tracer les asymptotes lorsqu’elles existent

Placer les points remarquables (Les points ou s’annule la dérivée ; les points d'intersection avec
les axes du repére lorsqu'ils sont utiles ; les points d'inflexion ; ..)

Tracer les tangentes aux points remarquables

Utiliser le tableau de variations pour avoir une idée sur 'allure de la courbe

Construire la courbe Cf
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