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I - Dérivabilité d'une fonction

1. Dérivabilité d'une fonction en un point
1.1. Définition

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvertIet a 1.
. . . e ) ~f(x)-f(a)
Dire que la fonction f est dérivable en a signifie qu'il existe un réel L tel que /im ——~———~ =]
xX—a xX—a
a+h)-fl(a
ou lim /1 2 /(a) =L .Ce nombre L est appelé « le nombre dérivé de f en a»etestnoté f'(a)
h—0
Remarque
X )= a
f estdérivableen a < [lim S(x)-/(a) =f"(a)(or' f"(a) eR)
x—a X—a
Exemple
la fonction sinus est dérivable en 0 car /im —+X —1 etona sin'(0)=1

x>0 X

. . , . . NX
La fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0 car /im — =+
x—=0 Xx

1.2. Interprétation graphique du nombre dérivé

Définition :
Soit f une fonction dérivable en un réel a, et soit (C f) sa courbe représentative dans un repere.

La droite T d'équation : y = f'(a)(x—a)+ f(a) est la tangente & (Cf)au point A(a; f(a))

Exemple:
Soit f lafonction définie sur R \{-2} par: f(x)= 3x +21 .
X+

a/ Montrer que f est dérivable en x, =0 et calculer /'(0)

b/ Déterminer I'équation réduite de la tangente T a la courbe (C f) au point d'abscisse x, =0

1.3. Approximation d'une fonction continue en un point par une fonction
affine au voisinage de a

Définition :
Soit f une fonction dérivable en a.
La fonction affine g définie sur R par: g(x)=/"(a)(x—a)+ f(a)est une approximation affine de

fonction f au voisinage de aet on peut noter : Si h est voisin de 0; f (a+h)=hx f'(a)+ f (a)

Exemple
Déterminer une approximation affine de /9,04

Posons f(x)= Jx,a=9 et h=0,04 .On montre facilement que £(9) :é ; comme

fla+h)=f(a)+hxf'(a) alors f(9.04)=f(9+0,04)= f(9)+0,04x f'(9).D'ou /9,04 = 3,067
1.4, Ecriture différentielle
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Soit f une fonction dérivable en un réel X. Alors pour tout réel h tel que x+/4 e D ,ona:
f (x+h)—f(x)=hxf'(x)+hxe(h)ou ¢ est une fonction telle que rI]irrg)(p(h) =0.En posant
—

Ay=f(x+h)-f(x)et Ax=h jona: Ay=f'(x)xAx+@(Ax)xAx ,en plus si Ax est infiniment petit
cette écriture devient: dy = f ’(x) xdx ou % =f '(x) qui s'appelle I'écriture différentielle de f ’(x).
X

1.5. Relation entre continuité et dérivabilité
Propriété

Toute fonction dérivable en un réel a, est continue en a

Remarques

1/ La réciproque de cette propriété n'est pas vraie en général.

Ex effet si f(x)=xsin (lj si x=0et f(0)=0 alors'f estcontinue en x, = 0 mais elle n'est pas
X

dérivableen x, =0.
2/ Siune fonction n'est pas continue en un réel a alors elle n’est pas dérivable en a.

2. Dérivabilité a droite = Dérivabilité a- gauche en un point

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle | =[a,a+a| ou a e R,

Dire que la fonction f est dérivable a droite en a signifie qu'il existe un réel L tel que;

i £ = f@ f(a+h;—f(a):L

X—a X—a h—0
X>a h>0

Le nombre L estappelé « le nombre dérivé de f adroiteen a »etest noté f,'(a)

Définition 2
Soit f une fonction dérivable a droite en a et (C f ) sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (0; ;])

y=Ja (a)(x -a)+ f(a) est appelée la demi — tangente a la courbe

La demi-droite 7, d'équation
xza

(C f) a droite du point d’'abscisse a

Définition 3
Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a -, a[ onacReta>0.
Dire que la fonction f est dérivable a gauche en a signifie qu'il existe un nombre réel L’ tel que

lim f(x)—f(a):Iim f(a+hg—f(a):|_,_

X—a — h—0
x<a X—-a h<0

Le nombre réel L’ est appelé « le nombre dérivé de f a gauche en a » et est noté par fg (a)

Définition 4
Soit f une fonction dérivable a gauche en a (a € R) et (C f ) sa courbe représentative dans un

repere orthogonal (0; f]) :
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=f"(a)(x—
La demi-droite d’équation y=/ ( )(
x<a

gauche du point d'abscisse a.

a)+f(a)

est une demi-tangente a la courbe (C f) a

Propriété

f dérivable a droiteen a
f dérivableen a <

f'(@) = f,'(a)

f dérivable a gaucheen a

Soit f une fonction définie sur un intervalleIet a € /.

Exemples

1/ f (x)= Arctan x

Interprétation gtaphique des nombres derives :

repere orthonormé (0; ;]) :

f(x)=x2 sm( ) X # 0 {f(x)=Arctanx;x<O
4/ ;a=0.5/
f(0)=0
f(x)= —X+VXZ+1;x>0
6/ )
f(x):iArctan(—XJm/xz+1);x<0
T

Etudier la dérivabilité en ades fonctions suivantes et interpréter le résultat graphiquement.
;a=0.2/f(x)=[x-2|5a=23/f (X)=

2+ x cos(mx) ; a=-1.

ra=0:

f(x)=x3x+1;x20

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € [ et soit (C f) sa courbe représentative dans un

f(@)-rmrammmrneacnses ‘

' \ bioi:d ;1‘ T
Si lim M:f’d(a), (Cf)admet une
x—a* X—a

demi - tangente (T ) a droite du point
A (a; f (a)) d’'équation :

{y=f'd(a)(x-a)+f(a)

x=a

fla)

f(x)=/(a)
xX—a
demi - tangente a gauche du point 4 (a; f (a))

Si lim
x—a~

=f', (a), (Cf)admet une

d’'équation :
{y=f'g(a)(x—a)+f(a)

x<a
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Si

(C f) admet deux demi - tangentes au point
A(a; f(a)).On ditque le point 4(a; f(a))est

un point anguleux

o
| a

lim —f(x)— ( ):f’d (a)

~

a
x—a* X
si J gim £5)=7(@)
x—a. X

Fila)=1g(a)

/', (a) ,alors la courbe

(C,) admet une tangente (T) au point
A(a;f(a)) d'équation: y = /'(a)(x—a)+ f(a)

Si
lim Mz%O ou lim M:—w,
x—a* xX—a x—a~ xX—a

alors la courbe (C f ) admet une demi -
tangente verticale orientée vers le haut a
droite du point 4 (a; f (a)) ou a gauche du

point A(a;f(a))

Fiay oA

/(x)-/(a)

St jim M:—wou lim_ —————= =+,
x—at xX—a x—a X—a

Alors la courbe (C f) admet une demi -
tangente verticale orientée vers le bas a droite
du point 4 (a; f (a)) ou a gauche du point

A(a;f(a))

Exercice :
Soit f la fonction définie sur R par:

f(x):x+2—\/x2+2x JX <=2
f(x):Arctan(\/x+2) x>0

1/ Etablir que f est continue en x, = -2

2/ a/ Etudier la dérivabilité de f a gauche en
x, =—2 et interpréter ce résultat graphiquement
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en déduire la dérivabilité de f a droite en
x, =—2 et interpréter ce résultat graphiquement

b/ Montrer que: [lim f(x) = lim 5
x=>2"x+2 -0 tan (t)

puis

3. Dérivabilitéd’'une fonction sur un intervalle

Définition

+  f dérivable sur ]a;b[ < f dérivable en tout élément de ]a;b|

+ f dérivable sur ]a;+oo[ < f dérivable en tout élément de ]a;-+oo|
+  f dérivable sur |—oo;b[ < f dérivable en tout élément de ]—oo;b|
+ T dérivable sur R < f dérivable en tout élément de R

f dérivable sur ]a;b[

«  f dérivable sur [a;b] < o o
f dérivable a droite en a

f derivable sur |a;+
+  f dérivable sur [a;+xof & _ ] _ “
f dérivable a droite en a

f dérivable sur [a;b
«  f dérivable sur.]ajb] < _ Jacb]
f dérivable a gauche en b

f dérivable sur [—oo;b
« f dérivable'sur J-oo;b] < _ Il
f derivable a gauche en b

f dérivable sur |a;b[

*

f dérivable sur [a;b] < < f dérivable a droite en a
f dérivable a gauche en b

Théoreme : (Dérivabilité des fonctions usuelles)

7
0.0

Toute fonction polynome est dérivable sur chaque intervalle de R

% Toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque intervalle de son domaine de définition

+ La fonction x - +/x est dérivable sur chaque intervalle de [0, +oo

% Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur chaque intervalle de R

Théoréme : (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et a et b deux réels quelconques.

.. f + g dérivable sur |
f dérivable sur | o
. alors < f x g dérivable sur |

dérivable sur |
g derv u af +bg dérivable sur |
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f dérivable sur | L dérivable sur |

. g dérivable sur I } alors ?
vxel):g(x)=0 — dérivable sur |
(Vxel)ig(x) .

Propriétés : (Domaine de définition et domaine de dérivabilité )

Soit f et g deux fonctions usuelles définies et dérivables respectivement sur Df,Df, et Dg,Dg , et
soit a et b deux réels.
h D, D,
axf+bxg D,ND, Dy D,
S
g Dmegm{xeR/g(x);tO} Df,ng,m{xeR/g(x);éO}
\/]7 Dfm{xeR/f(x)ZO} Df,ﬁ{xeR/f(x)>0}
Exemples
Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes :
f(x) = ijl ; g(x)=|x|+tanx ; h(x) =\x?—7x+6
x J—

4 _Fonction dérivéee
4.1 Dérivée d'umne fonction

Définition
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle L.
La fonction x =>.f ’(x) définie sur I, est appelée la fonction dérivée de la fonction f et est notée f’

4.2 Calcul'des dérivées
Dérivées des fonctions élémentaires

f(x) Dy /(%) Dy
k (constante) R 0 R
X R 1 R
x" (n>1) R nx"! R
1 ) s )
X R x2 R
1 « n
— (e’ R* ~ R"
X X
1
0; +00 - — 0; —+00
\: o:+] e o]
CcoS X R —sinXx R
Sin x R cos x R
4.3. Opérations sur les dérivées

Regles de dérivation 1

Soit u et v deux fonctions définies respectivement sur D, et D, et dérivables respectivement sur
D, et D, etsoit AeR".

f Df f, Df'f
U+v D,ND, u'+v' D, "D,
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Au D, Au' D,

UXV D,ND, u'xv+uxy' D, D,
1 o

— D, \ R/ =0 - D, .\ R/ =0
, v {XE V(X) } vz v {XG V(X) }
u D,AD, \{xeR/v(x)=0} | XTI p Ap \fxeR/v(x)=0)
4 \%
Exemples :

Déterminer 'ensemble de définition et de
dérivabilité des fonctions suivantes et calculer
leurs dérivées :

j(x)=2x*/;_3"k(x):2+;/¥

l(x) :cos(x)sin(x); m(x) :|x|+cosx—2 ;

2x% +7x -1
=3x" -2 +5x-10 =
f(x)=3x"-2x" +5x g(x) 3x+5 o(x)= \/; ;n(x)=3x"cosx—5x+7;
1 — sins 1+2sinx
h(x)ztanx—Zcosx+3x—2;i(x):— +2|x]
3+2cosx p(x)= 1-3x ’.q(x):u
e NF - 3—|x|

5. Dérivée de la composée de deux fonctions

Théoremel
Soit f et g deux fonetions et a un réel tels que a € D et f(a)eD

g
* f déerivable en a e go f dérivable en a
+ g dérivable en " f(a) qors, (gof)(a)=gTf(a)lxf'(a)

Théoreme 2
Soit f et g deuxfonctions etIet J deux intervalles de R tels que / D, et J c.D.

« f dérivable sur |
« g dérivable sur J ¢ alors

{* go f dérivable sur I
-fU)CJ

x(Wxel);(ge f)(x)=g'Tf(x)]x f'(x)

Corollaire 1
Soit u une fonction définie sur un intervalle I et soit f et g les fonctions définies surI par :

=\u\x ne X )= !
7=l et e(e) =

« u dérivable sur 1 o f dérivable sur |
alors ~
«(vxel)u(x)=0 < (xel); £ (x)=nx(u(x))"

ou neN".

/ Si
e <u'(x)

L. * g dérivable sur |
=+ U dérivable sur |

b/ Si *(VXGI);u(x);ﬁO}alorS *(VXEI);Q,(X):_nxu'(X)

(U (X))n+l

Corollaire 2
Soit u une fonction définie sur un intervalleI telle que :(Vx € /);u(x)>0 etsoit f lafonction

définie sur Ipar:(Vx el); f(x)=/u(x)
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. - f dérivable sur |
« U dérivable sur |

o o(‘v’XeI);u(X)>0}alorS < (Wxel); t1(x)=

Corollaire 3
Soit a et b deux réels tels que a # 0. Les deux fonctions x > cos(ax+b) et x > sin(ax +b) sont

dérivables sur R etona:
«| cos(ax+b)|'=—axsin(ax+b
ey | [ =l
-[Sin(ax+b)}':axcos(ax+b)

Exercice
Déterminer les domaines de définition et de
dérivabilité des fonctions suivantes puis
déterminer leurs fonctions dérivées :

S(x)=v2x+3 ; g(x)=Va? tsx+4

i(x)=(2x#5)" ;j(x)=

k(x) = 3sin(nx)—2(:os(7cx)

Regles de dérivation 2
Soit u et v deux fonctions définies respectivement sur D, er D, et dérivables respectivement sur

D, et D, etsoit ne N*.

f(x) Dy /'(x) Dy
uov(x) Dvm{xeR/v(x)eDu} u'[v(x)]xv X Dv,ﬂ{xeR/v(x)eDv,}
[v(x)] D, n><|:v ]n_IXV'(x) D,
[v(jc)]n Dvm{xeR/V(x);to} [”XV SH)I Dv,m{xeR/V(X)io}
u(x) Dum{xeR/u(x)ZO} 2\/—) Du,ﬁ{xeR/u(x)>0}
u(ax+b) {xeR/ax+beDu} axu (ax+b) {xeR/ax+beDu,}
Sin(ax+b) R axcos(ax-l—b) R
cos(ax+b) R —axsin(ax+b) R

6. Dérivée de la fonction réciprogue

Théoreme 1

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I vers l'intervalle J = f(I)et ael et b= f(a).

« f 1 dérivableen b
» Si

« f dérivable en a
alors
- f'(a)=0
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+ £ dérivable sur J = f (1)

*(VXEJ);(f‘l)'(x):

» Si 1

fLE(x)]

* f dérivable sur | |
F(xel) fi(x)=0[ 00

Théoréeme 2
1

1+x2
« Si u estune fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction x — Arctan [u (x)] est

% Lafonction Arctangente est dérivable sur R etona: (Vx e R),(4rctan)'(x)=

dérivable surIetona: (Vx e I);(Arc tan [u (x)])’ = &

1+ [u(x)]2

Théoreme 3
Soit n e N*, r € Q" et u une fonction définie sur un intervalle I

’ =, n n—1
= Lafonction x > Q/;est dérivable sur R* et on a :(Vx € R*"‘)(Q/}) = {x"J _ VX

. « la fonction x - {u(x) estdérivable sur |
« U dérivable sur |

. (Vxe I);u(x)>0} alars ik |);(J;)' ) ol(u(x)"" xu'(x)

n

Si

» Lafonction x> x"estdérivable sur R"™“etona: (Vx eR" );(x’) —rxx !

+ La fonction x — [u(x)]r est dérivable sur |

*(Vxel )[{u(x)}r} =r ><[u(x)]r_1 xu'(x)

~*u derivable sur |
Si alors
*(vxel);u(x)>0

Regles de dérivation 3
Soit u une fonction définie sur D, et dérivablesur D, neN*,peZ" et ge N

f(x) Dy f'(x) Dy
l R+* l %71 R+*
Q/; =xn p X
p 2y
v _a R* Ly xa R
q

Sip>0;Dum{xeR/u(x)20}

Sip<0;D, ﬁ{xeR/u(x)>O}

Du,m{xeR/u(x)>O}

R
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u'(x)

Arctan [u(x)] D B D,

! 1+[u(x)]2 !

II - Applications de la dérivation
1. Dérivation et monotonie d'une fonction

Théoréeme 1
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

* f estunefonction constantesurl < (Vxel); f'(x)=0
# f estune fonction croissante surI < (Vxel), /'(x)>0
<

* f estunefonction décroissante surI (Vxe /), f'(x)<0
¢ (vxel); f'(x)=0
% & L'équation f '(x)=0 admet un' ;alors'la fonction f est strictement croissante sur |
nombre fini de solutions dans |
a(Vxel); f'(x)<0
#* & L'équation f'(x):O admet un ¢ alors la fonction f est strictement décroissante sur |
nombre fini de solutions dans |

Exercice
Etudier les variations des fonctions suivantes et dresser leur tableau de variation :
1
3x-2 2 u(x) =sbe1-—ix21
F(x)=x = TeGlg(x) =22 s h(x) = k() =V 3
2x+1 2x+1 \/E—Z
u(x) = —l;x < 1
Y

2. Dérivation et extrémums d'une fonction

Théoreme 2
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert I et a € /.

» Si f admet un extrémum en a, alors f'(a)=0
*fla)=0

» Si f( ) )
* f'change de signe en a sur [

} alors f admet un extrémum en asur [

Remarque
Si f'(a)=0, on ne peut pas conclure que f(a)estun extrémumde f.Eneffetsi f(x)=(x- 1)3 +3on

a f'(x)=3(x— 1)2 et /'(1)=0.Comme la fonction f est strictement croissante sur R ona:
£(0)< f(1)< f(2)donc f(1)=3nest pas un extrémum de f sur R.
3. Dérivation et convexité d'une fonction

Définition
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et (C f) sa courbe représentative
= Dire que la fonction f ou que la courbe (C f) est convexe sur I signifie que (C f) est située

entierement au-dessus de chacune de ses tangentes.

10
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= Dire que la fonction f ou que la courbe (C f) est concave sur I signifie que (C f) est située
entierement en dessous de chacune de ses tangentes .

Théoreme
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle L.

4+ Lafonction f ou sa courbe (C f ) est convexe sur I si, et seulement si, sa fonction drivée f' est
croissante sur .

4 Lafonction f ousa courbe (C f) est concave sur I si, et seulement si, sa fonction dérivée f'
est décroissante sur I.

Corollaire

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle [ et sa fonction dérivée f' est dérivable
sur I, on note sa dérivée seconde par f*.

\Y2

e Lafonction f ousacourbe (C . ) est convexe surI < (Vx e/):f"(x)

0
0

o Lafonction f ou sa courbe (C f) est concave surI < (Vxel); f"(x)<

Définition
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et (C 1 ) sa courbe représentative.

Dire qu'un point A de la courbe (C f ) est un point d'inflexion signifie que la courbe (C f)traverse sa
tangente en ce point .

Conseéquences
Soit f une fonction définie et deux fois dérivables surlet a €/

» Si A est un point d'inflexion a la courbe (C ) ) alors la courbe (C f) change de concavité en A.

= Silafonction dérivée f' change de sens de variation en @, alors la courbe (C f) admet un
point d'inflexion d’abscisse a.
Si la fonction dérivée seconde f " s’annule en a en changeant de signe en a, alors la courbe

(C f) admet un point d'inflexion d’abscisse a.

Sila fonction dérivée f' s’annule en a sans changer de signe en a, alors la courbe (C f)

admet un point d’'inflexion d’'abscisse a.

Exercice

Soit f la fonction définie par: f(x)=(x+1)vx* -1, et soit (C . ) sa courbe représentative dans un

repere orthonormé (O; ;]) :

1/ Etudier la dérivabilité a droite en x, =1et a gauche en x, = -1 et interpréter ses
résultats graphiquement.

2/ a/ Déterminer le domaine de dérivabilité de la fonction f et calculer f ’(x)

b/ Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation

11
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(2x2—2x—1)

(x-1)

b/ Montrer que la courbe (C f ) admet un point d’'inflexion dont on déterminera les

3/ a/ Montrer que :(Vx & |-o0;—1[ u]l;+oo[);f”(x) = -
x“ -1

coordonnées

b/ Etudier la concavité de la courbe (C f)

III - Théoreme de Rolle — Théoreme des accroissements finis

Théoréeme de Rolle
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a et b deux éléments de I tels que a < b.

e f continue sur [a;b]
o f dérivable sur Ja;b[ alors(ﬂc:e]a;b[); fr(e)=0

e f(a)=f(b)

Exemple
Soit f lafonction définiesur R par:f(x)=3x*-11x> +12x” —4x+2.

Montrer que : (Hc e ]O;l[),‘f’(c) =0.

Interprétation graphique du théoréme de Rolle : J\
Soit f est une fonction continue sur un intervalle [a,‘b] et fla) = f(b) ,

dérivable sur |a;blet [ (a)=f(b)etsi A(a; f(a)) et B(b;f(b)) 2 \ /

sont deux points de la courbe (C f) alors il existe au moins

un point C de la courbe (C f) situé entre les points A et B ou

la tangente est horizontale

Théoréme des accroissements finis : (TAF)
Soit f une fonction définie sur un intervalleIet a etb deux éléments deItelsque a <b.

Si * T est continue sur [a;b] anrs(HCE]a;b[); f(b)-f(a)=(b—a)x f'(c)

+ f est dérivable sur Ja;b]

Interprétation graphique du TAF -
Soit f une fonction définie et continue sur [a; b]et 7@
dérivable sur |a;b[ ot a et b sont des réels tels que ) :
a<bet f(a)<f(b)et soitLa courbe deux points de (Cf) died i |
alors il existe au moins un point C d’abscisse ¢ dans

Ja. b ot 1a tangente est paralléle & la Droite (AB).

\ /
Théoreme des inégalités des accroissements finis
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit a et b deux réels de I et

keR*.
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- f continue sur [a;b]
si « f dérivable sur Ja;b] alors|f(b)—f(a)|<k><|b—a|
-(VXe]a;b[);|f '(x)|<k

[llustration physique de ce théoréeme
Si la vitesse instantanée d'un véhicule ne dépasse pas 120km/h, alors sa vitesse moyenne ne

dépassera pas non plus 120km/h entre deux points quelconques.

Exercice
Montrer que : V(x;y) € Rz;|sin X —Siny| < |x —y|
On considére la fonction f définie sur R par f(#)= sinzs Soit X et Y deux réelstels que x<y ,la

fonction f est continue sur [x;y]et est dérivable sur [x, y]donc sur ]x, y[etona: (Vt e[x; y]) ;

|cos t| <1 donc ‘ f ’(t)‘ <1 ;par conséquent et d'apres le théoréme des inegalités des accroissements finis

ona: ‘f(x)—f(y)‘ﬁ|x—y| d"ou |Sinx—siny|£|x—y|.CQFD.

Corollaire
Soit f une fonctioncontinue sur un intervalle [a;b]et dérivable sur |a; b[. S'il existe m et M deux

réels tels que (Vx € Ja; b[) m< f'(x)< M, alors m(b—a)< f(b)-f(a)<M(b-a)
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