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I — Produit scalaire de deux vecteurs

1 — Rappels
a — Expression du produit scalaire avec la projection

Définition
Soient A, B et C trois points du plan et H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
Le produit scalaire des vecteurs A—B et A—C noté ATg A—(f est le nombre réel tel que :

» AB.AC=ABxAH si AB et AH ont le méme sens (figure 1)

» AB.AC=-ABxAH si AB et AH n'ont pas le méme sens (figure 2)

» AB.AC=0si AB=0(A=B), AC=0(A=C) ou AH=0(A =H)(figure 3)

C { [

B fieure? -
e tigure2 figure3d
figurel
AB.AC = ABx AH AB.AC =-AB x AH AB.AC=0

b — Expressiomstrigonométrique du produit scalaire

Définition
+ Soient A,.B.et C trois points du plan. Le produit scalaire des vecteurs AB et"AC est:
AB.AC = AB x AC x COS(@,K&)

+ Soient U et V deux vecteurs du plan. Le produit scalaire des vecteurs U €t V est le nombre réel

0.V = [[d x |v]|x cos(u, V)

Exemples
Calculer le produit scalaire U .V danschacun des cas suivants :
U v — 5\ T
d)=2, v =3et (@, V)=¢
Tl vi ——— 5
] =4,9] =5 et (7,V)==5
T Y] T N T
] =7, [v]=8et (T, )=
¢ — Propriétés du produit scalaire

Propriété
Soient U , V et W trois vecteurs du plan et oo € R . Alors,on a:

o (T+V).W=0.0

El

s O.(V+W) =09 +0.W

% U.(oV)=(oud).V =o.(0.V)
e U.v=v.u

o W= [of
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% U et V sont orthogonaux (U s \7) < u.v=0

2 — Expression analytique du produit scalaire

Dans tout ce paragraphe, Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; T, I) )

a — Définition

Définition
Soient G(X, y) et \T(X hYy ) deux vecteurs du plan. Le produit scalaire des vecteurs

U(X, y) et \7(X', y') est le nombre réel défini par :

U.V=XX+yy'

Exemples
Calculer le produit scalaire U.V dans chacun des cas suivants :

i(12);v(-34) ; i(3,0);V(0,-5) ; i(-4,0);V(35)
Réponses

e U.V=1x(-3)+2x4==3+8=5

. U\7:3><0+0><( 5)=O

o U.V ( )><3+O><5:—12

Proposition
Soit U(X, y) un vecteur du plan.On a:

o U=x*+Yy°
¢ Ui=xetlj=y
# ULV < TV=0

b — Norme d'un vectaeur

Définition
Soit U(X,Yy) un vecteur du plan et A(X,,Y, ) et B(X;, ;) deux points du plan.

& Lanorme du vecteurs U(X, y) est le nombre réel positif : ||U|| =4/ x> + y2

2

» Ladistance de A a B est le nombre réel positif : HEH =AB = \/(XB - XA)2 +(Ys = Ya)

Exemples
1) Calculer ||U|| dans chacun des cas suivants :
(1,2) ; i(-2,3) ; i(-3,—-4) ; i(0,-5)
2) Calculer la distance AB dans chacun des cas suivants :

: . 1
A-L1)etB(34) : A2-1)etB(O4) ;  A(40)et B(—3,§)

Propriétés
Soient U et V deux vecteurs du plan et ABC un triangle. Alors, on a:

» |li]=0<u=0

o3 ||U + \7” < ||U|| + ||\7|| (Inégalité triangulaire)
v (VoeR), fou]=|alx|u]

« ol [v] < a+v]
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|G+ =(0+V) =02 +20.V + 2 =[d]" +20. +|[v]
jd V[ =(0-V) =d?-20.V + V2 =[d] —20. +|v]
¢ (0-9)(0+)=0° v =[] [
|
# 0. =5 (Ja 9] -l - |9 )

1 .
V=51l + el - Ja -
AB<AC+CB, AC<AB+BC et BC<BA+AC

Exen;ple
Soit U et V deux vecteurs du plan tels que : ||U|| =6, ||\7|| =5etu.v=-12

a) Calculer (U + 2\7).(3U —\7)
b) Calculer (U + 2\7)2 et en déduire ||U + 2\7”
c) Calculer COS(U,V)

c — Formules de COS(U,V) et sin(U,\7)

Proposition
Soient U(X, y) et V( Y ) deux vecteurs non nuls du plan. Alors,on a:
o U \7 . XX'+yy'
COS(U V) U \/X ™ \/X +y
e
—\ " det(d,V) XYy — X4
< sin( U,V
TR i F
Remarque

Si A(X4,Ya) s B(Xg,Ys) €t C(Xc,Yc ), alors:

. cos(ﬁ,ﬁf) g}(ﬁ (X5 = %) (Xc =X )2+(yB )( Ya)
V6 =X+ (Vs = V) (% =%, c=Ya)
N it B xA< yA>+<yB )(xc )
% \/(x — X, + yA)Z\/ Xo — X, 2+ yA)2
Exemples

1) Calculer cos(ﬁ) et Sin (U \7) dans chacun des cas suivants :

i=2i-3] et V=5i+2] ; U(3-1) et v=4j

2) Calculer COS(E,E) et Sin (ﬁ, E) dans chacun des cas suivants:
A(l, —3) , B(3,1) et C(Z,O) ; A(—Z,l) , B(5,—2) et C(O,Z)

II — Applications du produit scalaire

1 — Etude analytique des droites dans le plan
a — Vecteur normal a une droite
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Définition
Un vecteur non nul N est dit un vecteur normal a une droite (D) si et seulement si la direction de N

est orthogonale a la droite (D) .

Proposition 1
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; T, ])

Soit (D) une droite du plan de vecteur directeur U et 1 un vecteur non nul. Alors :

A est un vecteur normal a la droite (D) si et seulement si .U=0

Proposition 2
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; T, I) Soit (D) une droite du plan.

< Sinetn' sontdeux vecteurs normaux a la droite (D) ,alors N et N' sont colnéaires

‘0

3 ﬁ(a, b) est un vecteur normal a la droite (D) si et seulement si U(—b, a) est un vecteur

directeur de la droite (D)

b — Equationsd‘une droite définie par un point et un vecteur normal

Proposition 1
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; T, ])

% Une droite de vecteur normal ﬁ(a, b), ou (a, b) #* (0, 0), a une équation de la forme
ax+by+c=0oucelR

< Etant donné trois nombres réels a, b et ¢ tels que (a, b) * (0, 0), I'ensemble des points
M (X, y) vérifiant 'équation aX+by+C=0 est une droite de vecteur normal fi(a,b)

Proposition 2

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O; T, ])

Soit (D) une droite passant par un point A( Xn, Y A) et de vecteur normal N (a, b) tel que

(a, b) # (O, O), alors : une équation cartésienne de la droite (D) est:
ax+by—-ax,—-by,=0

Exemples
1) Soit (D) la droite passant par le point A(l, —2) et de vecteur normal ﬁ(2, 3) . Déterminer une

équation cartésienne de la droite (D) .

2) Soient E (1, —1) et F(3, 5) deux points du plan. Déterminer une équation cartésienne de la
médiatrice (A) du segment [EF]

Réponses
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1) (D) la droite passant par A(l, —2) et de vecteur normal ﬁ(2,3)
¢ Meéthode 1: Puisque ﬁ(2,3) est un vecteur normal a (D) alors une équation cartésienne de
(D) est: 2x+3y+k=0
Et puisque A(l,—2) e(D), alorsona: 2x1+ 3><(—2)+ k=0 k=4
D'ou (D):2x+3y+4=0
¢ Méthode2: M(x,y)€(D) < AM L < 2(x-1)+3(y+2)=0
< 2X+3y+4=0
D'ou (D):2x+3y+4=0
2) (A) est la médiatrice du segment [EF], donc (A) passe par le milieu | de [EF] et fi = EF est un
143 =145
2 ' 23
Donc (A): 2X+6y—2x2-6x2=0< 2x+6y—-16=0.Alors (A) : x+3y-8=0
c — Droites perpendigulaires

vecteur normal a (A) I( jet ﬁ(3—1,5+1) done |(2,2) et ﬁ(2,6)

Proposition
Le plan est rapporté aun repere orthonormé (O; T, I)

Soient (D) et (D') deux droites de vecteurs directeurs respectifs ﬁ(a, b) et ﬁ'(a',b') .Alors :
(D)L(D") < fli'e A.i'=0<aa'+hb'=0

(D)

d — Distance d'un point a une droite

Proposition

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; T, I)

Soit (D) une droite d’équation cartésienne aX+by+c=0 ou (a, b) #* (0, 0) et soit A(XA, yA) un
point du plan.

La distance du point A ala droite (D) est donnée par :

_|ax,+by, +c|

d(AD)=
Ja® +b?

"\

1

1

1d(A, D) = AH

|

]

i;B'—QD‘

Exemples
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Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; T, J ) On consideére les points
A(l,l) ; B(1,3) et C(-1,1)

1) Déterminer 1'équation cartésienne de la droite (BC)

2) Calculer la distance entre le point A et la droite (BC)

2 — Etude analytiques des cercles dans le plan
a — Equation cartésienne d'un cercle

Définition
Soit QQ un pointduplanet R e R.
Le cercle € de centre Q) et de rayon R est I'ensemble des points M du plan tels que QM =R

Donc : MEG(Q,R) = OM =R

Proposition 1 (Cercle de centre donné et de fayon donné)

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O; T, J ) et soit Q(a, b) et R >0.

Une équation cartésienne d'un cercle de centre Q(a, b) et derayon R est:

(x—a)2+(y—b)2:R2 o X +y*—2ax-2by+c=0 ol c=a’+b’-R?

Proposition 2 (Cercle de diametre donné)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; i ]) et soient A( X, Y A) et B(XB, yB) deux
points du plan.

< L'ensemble des points M du plan tel que WW =0 est le cercle de diamétre [AB] ,de

AB
centre le point {2 milieu de [AB] etderayon R = -

% Une équation du cercle € de diamétre [AB] est:

(X_XA)(X_XB)+(y_yA)(y_yB):O And X2+yz_(XA+XB)X_(yA+yB)y+(XAXB+yAyB):O

Proposition 3
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Par trois points distincts A, B et C passe un cercle et un seul de centre (2, le point d'intersection

des médiatrices du triangle ABC et derayon R = QA..
Ce cercle est appelé le cercle circonscrit au triangle ABC

b — Représentation paramétrigue'd'un cercle

Définition

Le plan est rapporté a un repére orthonorme (O; T, J ) Soient Q(a, b) etR>0.
X =a + Ricost
y =b +#Rsint
Q(a,b) etde rayon.R

Le systéeme { (t € R) est une représentation paramétrique ducercle € de centre

c — Positions relatives d'une droite et d'un cercle

Proposition
Soient (A) une droite et C(Q, R) un cercle de centre le point (2 et de rayon R > 0.

sid (Q,(A)) >R, alors (A)et C(Q, R) ne se coupent pas (figure 1)

Sid (Q, (A)) <R, alors (A) et C(Q, R) ont exactement deux points communs (figure 2)
Si d (Q,( u

droite (A) est une tangente au cercle G(Q, R) . (figure 3)

X3

S

X3

S

X3

S

A)) =R, alors (A) et C(Q, R) ont un seul point commun. Dans ce cas on dit que la

Figure 1 Figure 2

d — Equation de la tangente a un cercle

Proposition
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O; T, ])

On considére le cercle € d’équation cartésienne X + y> —2ax—2by+c =0 avec (a, b) #* (O, O) et
A(XA, yA) un point du cercle C.
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L'équation de la tangente au cercle € au point A( X, Y A) est:

XXp+YYa—a(x+x,)—b(y+y,)+c=0

3 — Relations meétriques dans un triangle
a — Théoreme de la médiane

Théoréme de la médiane
Soient A et B deux points du plan, et | le milieu du segment [AB] . Pour tout point M du plan, on a

MA? + MB? = 2MI? +%AB2

Exemple
ABC un triangle tel que AB =6, AC=8et BC =12. Calculer la longueur Al ot1 | est le milieu du

segment [BC] .
Réponse

1
On a d’apres le théoréme de la médiane : Pour tout point M du plan ona MB? + MC*=2MI? + 5 BC?

En prenant M = A, ona AB® + AC* =2Al° +%BC2 donc 6° +8° =2Al° +%><122

Donc Al? =14 d'ou Al =+/14
b — Théoreme d’AL KASHI

Théoreme d'AL KASHI
On considére un triangle ABC.0On pose a=BC,b=AC,c=AB, A =BAC . B=ABC et
C=ACB.Ona:

& a’=Db?+c? —2bccos(A)

+ b?=a%+c? —2accos(|§)

& c2=a’+b? —2abcos(é)
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Exemple
ABC est un triangle tel que AB=7, AC =10 et A= g . Calculer la longueur BC

Réponse
D'apreés le théoréme d’AL KASHI, on a: BC? = AB2 + AC? — 2ABx AC x cos(A)

Donc BC* =77 +10° —2x7x10xcos(g)=149—140><%:79

Ainsi BC =4/79
¢ — Aire d'un triangle

Proposition
Soit ABC un triangle. On note S son aire ;ja=BC,b=AC ,c=AB, A =BAC , B = ABC et

C=ACB. Alors,ona:

S= %bcsin(A)z %acsin(é) = %absin(é)

d — Formule des sinus

Proposition
On considére un triangle ABC.Onpose a=BC,b=AC,c=AB, A =BAC , B=ABC et

C=ACB. Alors,ona:
b Cc

sin(A) sin(é) sin(é)

Exemple

ABC est un triangle tel que AB=5, A =50 et B=75".Calculer AC et BC et donner les valeurs
arrondies au dixieme

Réponse
Onaé=180-(A+B)=550,enutilisantles formules des sinuson a :
AB:AC:BC donc 5 :AC: BC
sin(é) sin(é) sin(A) sin(45) sin(75) sin(60)
ators AC= 25N(5)_ g g o pe=2XSIN(60) ¢

sin(45) sin(45)
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