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I — Généralités sur les suites numeériques
1 — Définition et vocabulaire
Définition
Une suite numeérique est une application de N (ou N) vers R
u:-N—->R
n—u(n)=u,

+« L'application U s’appelle une suite numeérique et est notée (un )neN

+ L'image de I'entier naturel N par 'application U s’appelle le terme général de la suite (un )neN

+ L'entier naturel N s’appelle I'indice du terme U,

Exemples
= Lasuite (U,)  définiepar: (VneN), u, =(2n _1)4
= Lasuite (Vn )n21 définie par: V;, =2 et (vn c N*), Vo = 2Vr13+1

2 — Modes de génération d'ufie suite numeérique

On peut définir une suite numeérique de deux maniéres différentes :

#* Expression explicite (Suite explicite)
Est un mode de génération ou le terme géneéral de la suite est défini en fonction de n

a,=+2n2+3 ; bn:% , U, =cos(n+5)

Autrement dit: U, = f (n) ot f estune fonction numérique définie sur R ™

# Relation de récurrence (Suite récurrente)
Est un mode de génération ou le premier terme et une relation entre deux ou plusieurs termes

consécutifs sont donnés

V, =
U, =-1 1 =0 w, =—4
Uy =3u, +1 (YneN) BT :M(VneN) ; —J2w? +3 N
ni1 = SUp "2y 41 W, =+/2W; +3 (VneN)
Autrement dit: U4 = f (un ) ou f estune fonction définie sur un intervalle de R
Exemples
Déterminer les 4 premiers termes de la suite dans chacun des cas suivants :
e . 2n+1
¢ (uy),, définie par:(vneN), u, e
e . 2v, +1
¢ (Vy) définiepar:v; =0et (VneN),v,,, = V2

II — Suite majorée — Suite minorée — Suite bornée
Définition
Soient Ny € N et (un )n>n une suite numérique.

est majorée si et seulement si (IM e R)(VneN,n>ny):u, <M

(un)
& Ondit que (un )n>n est minorée si et seulement si (Elm € R)(Vn eN,n=> no) ‘U, =m
=0
(un)
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Remarque

¢ Pour montrer qu'une suite explicite (un ) est majorée par M (respectivement minorée par m),

n=n,
on montrera par un raisonnement direct que U, —M <0 (respectivement U, —m=0)

¢ Pour montrer qu'une suite récurrente (un )n>n est majorée par M (respectivement minorée par
=0
m), on utilise un raisonnement par récurrence

+ Il existe des suites numeériques qui ne sont pas bornées et des suites qui ne sont pas majorées et

des suites qui ne sont pas minorées

Exemples

. . 2n+1 o 1
1) Montrer que la suite numérique ( ) définie par : Vn € N T3 , est minorée par 3

Vo =
2) Montrer que la suite numérique ( ) définie par : (Vn eN ) , est majorée par 2.
n+1 \/ n
=1

3) Soit (Wn ) la suite numérique définie par : 7 W, -1 (Vn eN ) .

W1 = 2w, +3
Montrer que : (Vn EN), 1<w, <3

Réponses
1 2n+1 1 6n+3-n-3  5n

1)Soit ne N, u, = 3 n+3 3 3(n+3) 3(n+3)

1 1 1
Puisque 5n >0 et 3(n + 3) >0 alors U, — § >0 donc u, > 3 D'ou la suite (un)est minorée par 3
2) Raisonnons par la récurrence. Posons P :"v, <2" , neN
% Initialisation :
Pour N=0,0na Vy=0donc vy <2 alors P est vraie pour N =0
% Héredité:
Soit Ne N.
Supposons que V,, < 2 (HR) et montrons que V,,; < 2
D'aprés (HR)ona:V, <2 = 2+Vv,<4
24V, <2

<2

n+1 =
Donc P est vraie pour N+ 1
% Conclusion:

(YneN),v, <2
Alors la suite (Vn ) est majorée par 2.

3)PosonsP:«1<W <3»,nelN
% Initialisation :
Pour N=0,0ona Wy =1donc1<w, <3, alors P est vraie pour N =0
#* Hérédité:
Soit ne N.
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Supposons que 1< W, <3 (HR) et montrons que 1<w, ; <3

W, —1_1: Wy, —1-2w, -3 5w, -4

2w, +3 2W, +3 2W, +3

Comme 1< W, <3 alors 5w, —4>0et 2w, +3>0, donc W,,; —1>0. D'ot w,, ; >1
w, -1 3 w, —1-6w, -9 w,;-10

2w, +3 2W, +3 2w, +3

Comme 1< w, <3 alors W, —10<0 et 2w, +3>0, donc w,,; —3<0. D'ou W,,; <3

Alors P est vraie pour N +1
# Conclusion:

(VneN),1<w, <3

Proposition
Une suite (un )n>n est bornée si et seulement si : (Eloc > 0)(Vn eN,n> no), |un| <a
=l

e Ona:W,,-1=

e Ona:W, ;—3=

III — Monotonie d'une suite numérique
Définition
Soit (un )nZnO une suite numerique.
% On dit que la suite (un )n>n est croissante si et seulement si :

(v(n,m)eNz), [n>m=ny=u,>u,]

% On dit que la suite (un )n>n est décroissante si et seulement si
=)

(v(n,m)eNz), [n>=m=ny=u,<uy]

& On dit que la suite (un )n>n est monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante
=0

(u” )nZnO

Proposition 1
Soit (un )nZnO une suite numeérique.

< La suite (un) est croissante si et seulement si (Vn eN,n=n, ), Upg = U,

n=n,

< Lasuite (U, )nZnO est strictement croissante si et seulement si (Vn eN,n>n, ), U, > U,
< La suite (U, )n>n0 est décroissante si et seulement si (Vn eN,n> no), Uy S U,

< Lasuite (U

N N /N

0 Jnsn, est strictement croissante si et seulement si (Vn eN,nxn, ), Upg <Up

Proposition 2

Soit (un )nZnO une suite numeérique telle que (Vn eN,nzn, ), u, >0
. . . . . Unia
% La suite (un) est croissante si et seulement si (Vn eN,n> no), >1
nzn, un
. . . . . u
% La suite (un )n>n est strictement croissante si et seulement si (Vn eN,n> no), un_+1 >1
=0
n

. .. . . u
s La suite (u ) est décroissante si et seulement si (Vn eN,n>n ), —n+l <1
N/n>n, 0 up,
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% Lasuite (un )n>n est strictement croissante si et seulement si (Vn eN,n> no), S*l <1
=0
n

Exemple
1) Etudier la monotonie de la suite (un ) définie par : (Vn eN ), u, = on -3

2n+7

25[‘1
2) Etudier la monotonie de la suite (Vn) définie par : (Vn eN ), V, = 2

o : e _ 1 W,

3) On considére la suite (Wn) définie par: Wy = > et (Vn € N), W1 = —

n
a) Montrer que : (Vn IS N), -1<w,<0

b) Montrer que la suite (Wn ) est strictement croissante

IV — Suite arithmétique
Définition
Soit (un )nzn0 une suite numerique.

On dit que la suite (un )n>n est arithmeétique si et seulement si :
=0
(3reR)(YneN,n=ny):U,, —U, =T

Leréel I est appelé La raison de la suite arithmétique (un )

nxn,

Exemples
¢ Lasuite (un) définie par : (Vn eN ) ,U, =—2N+5 est une suite arithmétique de raison = —2

¢ Lasuite (an ) définie par: a; =1et (Vn eN ), a,, = a, + 7 ‘estune suite arithmétique de
raison I =7
¢ Lasuite (Xn) définie par: (Vn e N), x, = n? +1 n'est pas arithmeétique car : X —Xg=2-1=1
et X, =X =5—2=3 donc X, — X, # X — X
Propriété caractéristique d'une suite arithmeétique
Un +Unyo

(un )nzno est une suite arithmétique si et seulement si : (Vn eN,n=n, ), Uy = 5

Remarque
Trois nombres réels @, b €t C sont des termes consécutifs d'une suite arithmétique si et seulement si

2b=a+c

Proposition
Soit (un )n>n une suite arithmétique de raison I'. Alors :

(VneN,n2ny)(vpeN,p=ny), u,=uy+(n—p)xr

Remarques
= Si U est le premier terme de la suite arithmétique (un), alorsona: (Vn € N), U, =Uy+Nxr

= Si U; estle premier terme de la suite arithmétique (un )n>1, alorsona:

(VneN*), U, =U;+(n—1)xr

Exemples
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1) Soit (un) la suite arithmétique de raison r =—3 et U3 =12.
a) Déterminer U,, en fonction de N
b) En déduire les valeurs de Ug €t Uy,
2) Soit (v, )nzl la suite arithmeétique telle que V;, =51 et v; =36

a) Calculer sa raison r
b) Déterminer V, en fonction de N

c) En déduire la valeur de Vjq

Proposition (Somme des n premiers termes)
Soit (un )n>n une suite arithmétique . Soient N €t P deux entiers naturels tels que N> P =N, . Alors :
=0

u,+u
Up +Up. g A5 u, (R pf 1) x-° 5 I
Cas particuliers
Ug +U
= Uy +U +..+ U, :(n+1)xT”
U +Uu
= U+ Uy +.. U, :(n)xT”
n(n+1
" 1+2+3+...+n:¥
Exemples
k=15
1) Soit (U, )la suite arithmétique telle que U, =18 et U5 = 44 . Calculer Z U, = Uy Us +...4+ Usg
k=2
20
2) Soit (Vn) la suite arithmeétique telle que V5 =5 et ka =549 . calculer V,, et la raison r
k=3
Réponses
15
U, +Uu 18+44
1) Puisque la suite (un ) est arithmétique alors Z u, = (15 -2+ 1) x 215 —14x =434
= 2 2
2) (Vn )étant une suite arithmeétique, donc
20
Vi +V S+v
2 Vi =(20-3+1)x 22 =18x =20 =9(5+ vy ) =549
k=3
549
Donc 5+ Vyy = 5 - 61 D'ou V,, =61-5=56
56-5 51
Etona:Vyy =V +(20-3)xr=5+17xr =56 alors  =—=—=-—5=3
20 = V3 ( ) 17 17
V — Suite géométrique
Définition
Soit (Vn )nZno une suite numeérique.

On dit que (Vn ) est une suite géométrique si et seulement si :
0

nzn
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(Hq eR*)(VneN,nz No ), Vout = 4%V,

Le réel ( s’appelle la raison de la suite géométrique (Vn )n>n
=0

Exemples

A Lasuite (b, ) définie par: (VneN), v, 2"t

est une suite géométrique de raison (= 2.

1
A Lasuite (B, )n21 définie par: 3; = 5 et (Vn e N’ ) B = 3% P, estune suite géométrique de
raison ( =3
A La suite (Xn )neN* définie par : (Vn e N* ), X, = n2 n'est pas une suite géomeétrique car on a

2 2
X 2 X 39
X 12

X, X
~=—donc = =2
X, 2¢ 4 X0 X2

Propriété caractéristique d'une suite géomeétrique

Une suite (Vn) A

est géométrique si et seulement si (Vn eN,n=> no), Vi =V, XV, .0
0

nzn

Remarque
Trois nombres réels @, b et'C sont des termes consécutifs d'une suite géométrique si et seulement si

b®=axc

Proposition

Soit (Vn )nzno une suite géométrique de raison (. Alors:

(VneN,n=ny)(VpeN,p=ng), v,=v,xq" P

Remarque
= SiV, estle premier terme de la suite géométrique (Vn ) alorsona: (Vn eN ), U, =Uyxq"

= SiV, estle premier terme de la suite géométrique (Vn) alorsona: (Vn e N* ), U, =U; x q'”_1

n>1’

Exemples

1
1) Soit (un) la suite géométrique de raison =5 et Ug =2.

3

a) Déterminer U, en fonction de n

b) Calculer Uy, €t U,
2) Soit (Otn ) une suite géomeétrique telle que o, =5 et o5 = 57
a) Déterminer sa raison (

b) Ecrire o, en fonction de n

Proposition 1
1 . q n+1

Soit  un nombre réel tel que q #1. Alors, ona:l+q+q2 +...+(:|n =1 q

Proposition 2
Soit (Vn )n>n une suite géométrique de raison ( #1. Soient N et P deux entiers naturels tels que
=0

nN=p=2=n,.Alors:
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iv y Xl qn—p+l
k= p _
k=p 1 q
Cas particuliers
n 1— qn+1
n
q
ka =ViX g
Exem le
1
On consideére la suite numérique (un) définie par: Uy =4 et (Vn € N), Uy = zun +1

1) a) Calculer Uy, U, €t Uy
b) Justifier que la suite (un) n'est ni géomeétrique ni arithmétique
2) Soit (Vn ) la suite numérique définie par : (Vn eN ), V,=Uu, -2
a) Montrer que la suite (Vn) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme

b) Exprimer V,, PUiS'U,, en fonction de n
c) Calculer S=Vy +V; +...+Vy €t T =Ug+U; +...4+ Ug

Réponse
Ona 1
Un+1=§Un+1
1 1 1 9
5 1
b)*Ona: U, — 5—3 —Eetul—u0=3—4=—1.Donc U, — Uy # Uy — Uy Alors (U, ) n'est pas
arithmétique
u 3 6 ., u, 4 Uy Ug . o
*Ona:—=—=— €t —==.Donc — #—. Alors la suite (un)n'estpas géomeétrique
u, 5 5 uy 3 U, Uy
2
2)ona(VneN),v,=u,-2
_ 1 1 1 1 .
a) Soit ne N. vn+1=un+1—2:§un +1—2=§un _1:§(Un_2):§Vn-D°nC (Vy) est une suite

géomeétrique de raison ( et de premier terme Vy =Uy—2=2

L
2
b)Ona:V,=Vyx(q" = ( j ﬁetun=Vn+2=%+2
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-, e, 1
c)Ona: S =V,Xx 1-q =2x . 1 =4—¥ et S'=(Vg+2)+ (W +2)+..+(Vy +2)
2 10 fois 2
1 1

Donc S'=S5+10x2=4-—+20=24-—
2 2
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