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I — Limite finie d'une fonction numeérique en un point
1 — Limite nulle d'une fonction numérique en zéro

Soit f une fonction numeérique définie sur un ensemble de la forme | = ]—I’, I’[ - {O} our>0.
Sila fonction f a pour limite 0 quand X tend vers 0, on écrit lim f(x)=0.
x—0
Exemple
) ) . 2x-1
Calculer Ilm(x2 + 2x) climyx+2 ; lim
x—0 x—0 x—0 X—3
Réponse
. . . 2Xx-1 2x0-1 1
ona: limx2+2x=02+2x0=0 : limJx+2=0+2=+2 : Ilim = ==
x—0 x—0 x—0 X—3 0-3 3
Proposition
Soient f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme | = ]—r, r[ — {0} our>0.0na:
(wxel), [f ()] <ux)| _
. alors lim f(x)=0
limu(x)=0 x—0
x—0
Exemple
. 3 - 1 . T
Calculer lim x°sin — | et lim xcos| —
x—0 X x—0 X
Réponse

. 2. (1
A Calculons dim x°sin| —

x—0 )(2

) 1 ) 1 )
Ona (VXGR*), sm(—zj £1:>(VXGR*), x35|n(—2j s‘xe" et comme lim x3 =0, alors
X X Xx—0

) ) 1
lim x3sm(—2j:0
x—0 X

. 7T

A Calculons lim XCOS(—)
x—0 X
% 7T % T .
Ona (VXGR ) cos(;) £1:>(VXGR ) xcos(;j £|x| et comme limx =0, alors
x—0

lim xcos(Ej =0
X

x—0
Remarques
(VaeR)(Vn eN*), limax" =0
x—0

2 — Limite finie d'une fonction numérique en un point

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]Xo —I,Xy+ r[ — {XO} oux,eRetr>0.

Sila fonction f a pour limite un nombre réel L quand X tend vers Xy, onnote lim f(x)=1L.
X—>X,

Remarque
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(VaeR)(Vx, eR)(Vn eN*), lima(x-x,)" =0

X—>X,

Proposition 1
Soit f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme ]Xo —I,Xy+ r[ - {XO} ou

XoeRetr>0.0na:

(vxel),|f(x)-L|<u(x)

Si alors lim f(x)=L

limu(x)=0 XX,
XX,
Exemple
On considére la fonction f définie sur R par: f(X)= I 2X 5
+ X
1) Montrer que : (‘v’X € R), | f(x) —l| < (X —1)2
2) En déduire que lim f(x) =1
x—1
Réponse
2
2X x2-2x+1  (x-1
1)Soit XeR,ona f(x)—-1= 5 —1=- 5 :_( 2
1+X 1+X 1+X

(1)’

Done | f (x) -1 = _— .Comme X°>0donc1+x*>1 dou <1
1+x 1+ X
(X—1)2< o |\ - 2
<(x-1)" d'ou [f(X)-1U<(x-1
< (x-2fron [£00-1=(x-1

2) On a montré dans la question 1) que (VX S R), | f(x) —l| < (X —1)2 et on sait que Iim(x —1)2 =0
X—1
Alors lim f (x) =1
x—1

Proposition 2 (Limites de quelques fonctions usuelles en un point)
Soient P et Q deux fonctions polynémes et Xp€R.Alorsona:

* lim P(x) =P(X;)

X—X,

i . P(x) _P(x)
* 51Q(x) =0, alors Jim £09 F66)

* Si X,=0 alors Iim\/;:./xo

X—>X,
Exemple
Calculer les limites suivantes :
. 2x2-3x+5 . [x+2 . 2
lim=—=———— ; lim =0 ; lim(x-2) (x3 +1) ;
x>0  X+1 x>2V3X+3 7 x5-3

3 — Limite finie d'une fonction numérique a droite et a gauche en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]XO, Xo + r[ oux,eRetr>0etLeR.

Silafonction f apourlimite L quand X tend vers X, & droite, on écrit :
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lim f(x)=L ou lim f(x)=L
X=X, X=X,
X>X,

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]XO -, Xo[ ou Xp € Retr>0etLeR.

Sila fonction f apourlimite L quand X tend vers X @ gauche, on écrit :

lim f()=L  ou limf(x)=L
X=X, X=X,
X<X,

Proposition 1
Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme Xy — 1, X, + [ —{X,} ot X, eRetr>0.

La fonction f apourlimite L quand X tend vers Xy, si et seulement si sa limite en X, a droite est

égale a sa limite en X, a gauche est égalea L.

Autrement dit : lim f(x) = Ba<0 Slim F(xy="lim _f(x) =L
X—>X, X%y X—>X, "
Exemples

1) Calculer les limites suivantes :

imxex2 s lim2eBox s lim TR g [

x—2" X—>3 x—>-1"1+ «/x+ x>0' V X+2
2) Déterminer lim f(X) dans chacun des cas suivants :
X=Xy
f(X)=X;2;x22 f(x)=+v1-x;x<1
a) 1+ /x=2 , b) X +1
f()=x>—x+2 ;x<2 F)=,-3 4]

f(x):%+a;x20

f(x)=1+p ; x<0

Déterminer les réels o et B pour que lim f (x) =—
x—0

3) Soit f lafonction définie sur R par:

Proposition 2
Soit f ,u, v, wet g des fonctions définies sur un ensemble de la forme ]XO, Xg + r[ ou

XoeRetr>0.

(Yx e ], % + 1) |f () - L|<u(x)

* Si I|m U(X) =0 alors XILrTX] f(x)=L
(vXe]XO,xo+r[) f(x)=g(x)

* Si I|m a(x) =L anrsXIerX\ f(x)=L

(VX e X, %o + 1) v(x) < () <w(x)

lim v(x) = lim w(x) =L alors XII_)TO o=t

X—>Xg X—>Xg

Proposition 3
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Soit f ,u, v, wet g des fonctions définies sur un ensemble de la forme ]XO -, Xo[ ou
XoeRetr>0.
(Yxe]x—r.%[) | f () - L|<u(x) _
* Si lim u(x) =0 alors ><|Lnx]0 f(x)=L
X=X,
| (vXe]XO—r,XO[) f(x)=g(x) i )
* S im g0 =L alors fim (x)=
X=X,
(Yxe]x—r.%[) v(x) < f(X) <w(x) _
*SU 9 im v(x) = lim w(x) = L alors fim 1) =L
X—>Xy X—Xg

II — Limite infinie d'une fonction'numeérique en un point
1 — Limite infinie d'une fonétion en zéro

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—I‘, I’[ — {O} our>0.

+ Silafonction f.a pourlimite 400 quand X tend vers 0, on écrit lim f (X) =+o0

x—0
+ Silafonction fapourlimite —o0 quand X tend vers 0, on écrit lim f{(X) =—o0
x—0
% Silafonction f apourlimite +o0 quand X tend vers 0 & droite, on écrit [Im f(X) =+o0
X=20"
+ Silafonction f apourlimite +o0 quand X tend vers 0 a gauche, on écrit “lim f (Xx) =+o0
X—>0"
+ Silafonction f apourlimite —0 quand X tend vers 0 a droite, on écrit M f (x) =—o0
X50"
# Silafonction f apourlimite —0 quand X tend vers 0 a gauche, on écrit lim f (X) =—o0
x—0"
Proposition 1 (Limites infinies des fonctions usuelles en zéro)
.1 .1 .
lim = =400 lim = =—-ow0 lim — = +o0
x—0" X x—0" X x—0 \/;
.1 .1 .1
lim — = +o0 lim — =+ lim = =+o0
x—0" X x—0" X x—0 X
.1 .1 - _
lim = = +o0 lim = =—o0 lim = +o0
x—0° X x—0" X 0 IX
Iim%=+oo(neN*) lim —— =+w (neN) lim ——=— (neN)
x—0 x<" x—0" x <M x—0" x<M
Proposition 2
Soient f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme | = ]—I‘, r[ — {0} our>0.
(vxel), f(x)=u(x)
& Si<.. alors  lim f (x) =+
limu(x) =+ x—0
x—0
(vxel), f(x)<u(x)
& Si 9, alors  lim f (x) =—o0
limu(x) =— x—0
x—0
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Remarque
Les propriétés de la proposition 2 restent valables lorsque X tend vers 0 a droite ou a gauche.

2 — Limite infinie d'une fonction en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]XO —I,Xy+ I’[ — {O} ou Xy € Retr>0.

% Silafonction f apourlimite +oo quand X tend vers Xy, on écrit lim f(x) =+
X—>%,

% Silafonction f apourlimite —o quand X tend vers Xy, on écrit lim f(x) =—o0

X—>X,
% Silafonction f apourlimite +oo quand X tend vers X, a droite, on écrit lim f (X) =+
X—>Xg
% Silafonction f apourlimite +o0 quand X tend vers X, a gauche, on écrit lim f(x) =+o0
X—>Xg
% Silafonction f apourlimite —o quand X.tend vers X, a droite, on écrit lim f(X)=—o
X—>Xg
% Silafonction f apourlimite oo quand X tend vers Xy'a gauche, on écrit lim f(x) =—o0
X—>Xy
Proposition 1 (Limites infinies en un point)
lim =+ lim = —0 ||m7 > 1=—OO ||m+ 5 1:+oo
x—>x; X—Xg x—x; X —Xg X—>XD(X_XO) n+ x—>X0(X_XO) n+
lim 1 + li L
—————— =40 | lim ———=+®
2n T
X% (X = Xg) X% /X = Xq

Proposition 2
Soient f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme

| =]x,—r, % +r[-{0} ol x,eRetr>0.
(vxel), f(x)=u(x)

* 89 Jim u(x) = 400 alors— Jim 1(x) =40
X—X,
(vxel), f(x)<u(x)
* S Y fim u(x) = —w alors XILnQ Fx) ==
X=X,
Remarque

Les propriétés de la proposition 2 restent valables lorsque X tend vers X, a droite ou a gauche.

Exemple

o _ . 2X+3 ) 3X—-2 . —X+2
Calculer les limites suivantes: |lIm —— ; |lIMm — ;| lim ———
x—0" DX X—2~ 4(X — 2) x—3" 6 —2X
III — Limite finie d'une fonction numeérique en — et + o«

1 — Limite nulle d'une fonction numérique en +o0 €t —oo

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +oo[ ouAeR

Sila fonction f apour limite 0 quand Xtend vers +o0, on écrit lim f(x)=0
X—>+00

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—oo, A[ ouAeR
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Silafonction f apourlimite 0 quand X tend vers +o0, on écrit lim f(x)=0

X—>—00

Proposition (limite nulle de quelques fonctions usuelles en +o0 €t —0)

lim 1:0 lim 1:0 lim i:0 (neN") | lim i:0 (neN")
x—>+0 X x——o X X—>+00 Xn X—>—00 Xn

lim —==0
X—>+00 4/ X

2 — Limite finie d'une fonction numérique en +oo et — o

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +oo[ oUAeRetLeR

Sila fonction f apour limite L quand X tend vers +oo0,on écrit lim f(x)=L
X—>+00

Soit f une fonction définie sur un intervalle dela forme ]—OO, A[ oUAceRetLeR

Sila fonction f apour limite Q. quand X tend vers —oo, on écrit liml f(x)=L

X—>—00
Exemple
3x? -4
On considere la fonction f définie sur Rpar: f(X)=— T
X"+

Montrer que lim f(x)=3

X—>+®0

Proposition
* Soient f et deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]A,+00[OU AcR et
(vxel),|f(x)—L|<u(x)
L e R telles que alors  lim.f(x)=L

lim u(x)=0 X—>4o0
X—>+00

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]- 0, A[Oﬂ AcR et

(vxel),|f(x)—-L|<u(x)

R _ i _
L eRR telles que lim u(x)=0 alors XILn_woof(x) L

X—>—o0

IV — Limite infinie d'une fonction numeérique en — et +

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +oo[ ou AeR.
# Silafonction f apourlimite +00 quand X tend vers +o0, on écrit lim f(x) =+
X—>+00

# Silafonction f apourlimite —0 quand X tend vers +o0, on écrit lim f(x)=—c0
X—>+00

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—oo, A[ ouAeR.

# Silafonction f apourlimite +o0 quand X tend vers —o0, on écrit lim f (Xx) =0

X—>+00
+ Silafonction f apourlimite —0 quand X tend vers —oo, on écrit lim f(x) =—c0
X—>+0
Proposition 1 (Limites infinies de quelques fonctions usuelles)
lim x*" =400 (neN¥) lim x*" =+ (neN%)
X—>+00 X—>—0
lim x>™ =40 (neN) lim x> =—w (neN)
X—>+00 X>—®©
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lim /X = +o0

X—>+00

Proposition 2 (Limites infinies et ordre)
* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]A, +oo[0l] AcR

(vxel), f(x)=u(x)

telles que < . alors lim f(x)=+w0
lim u(x) =+ X—>-+00
X—>+00

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]A, +oo[0l] AcR

(vxel), f(x)<u(x)

tell ) alors Iim f(x)=-x
elles que lim u(x):—oo e ( )
X—>+00

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle dela forme | = ]—oo, A[OU AeR
(Vx e 1) afifx) > u(x)
telles que < . alors lim f(X)="to0
limw(X) =+ X—>—o0
X—>—0
* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]—oo, A[OU AcR

(wxel), f(x)<u(x)

telles que s alors Iim f(x)=-w
d lim u(x) =—o X—>—00 (%)
X—>—00
Exemple

Calculer les limites suivantes :

lim x+3sinx ; lim 5x* —2cos(x+7) ; lim sin®(x* —1) — 2X ;
X—>+00

X—>-+00 X—»—00

V — Opérations sur les limites des fonctions numeériques

Proposition 1 (Limites de la somme de deux fonctions)
lim f(x
lim 1(x) L L L o0 o0 o0
)!'_T:‘ 9(x) L' ~+00 —00 +00 —o0 —00
Iim(f+g)(x) L+L' +00 —00 +00 —00 Fl
x—[]
Remarque
On peut mettre a la place de [ soit un nombre X;, + o OU — o0
Proposition 2 (Limites du produit de deux fonctions)
lim 7(x) L |L>0|L<0|L>0|L<0| 40 | 400 | —o0 | 400 ou —o0
>!I—>r% g(x) L' o0 | o0 —00 —0 | 400 | —00 | —00 0
)!'_)n&‘(f xg)(x) LxL"'| 4o0 —o0 —0 400 | 400 | —o0 | 40 Fl
Proposition 2 (Limites du quotient de deux fonctions)
)!I_)FT&‘ f(x) L L L +00 —0 +00 —0 0 +00 ou—00
Img(X) | L'#0| 40 | 0 | L20|L>0|L<0|L<O| 0 |-+00o0u—oo
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lim (ij(x) L 0 | 40 | =0 | =0 | 4o | FI I
x—0O\ 0 L'
Remarques
¢ Les formes indéterminées sont : +00 — 00 ; — 9 et cox0

=

0

¢ Obtenir une forme indéterminée ne veut en aucun dire que la fonction ne posséde pas de limite

¢ Les méthodes les plus utiles pour lever les indéterminations sont :
» Factoriser par le terme de plus haut degré

» Factoriser par (X - XO)
» Multiplier par l'expression conjuguée
» Encadre une expression ...
VI — Méthodes pour calculer certaines limites
1 — Limites d'une fonction polynomiale &n%de et,—o

Proposition

a,, 8,1, & et a, sont des réels tels que a,, # 0. Alorson a:
lim f (x)= lim a x" ;

lim f(x)= lim"ax"

Soit f une fonction polynomiale de degré Mitelle que : f (X) =a,x" + an_lxn_l +...+aX+a, ou

X—>460 X—>+00 X—>—00 X—>—00
Exemple
Ona:
% lim 3x° 22x* + 7x% =5x+10= lim 3x® = +»

*

X—>+00

X—>+00

lim —4x" 4 2x% +3x* —5x% +10x = lim —4x’ = 40

X—>—00

X—>—00

2 — Limites des fonctions rationnelles en +o0 €t — o

Proposition
Soit f une fonction rationnelle définie sur son domaine de définition par :
n n-1
ax +a, X +... .+t X+
f(x)="— X+ 30 ele que &, xb. #0.Alorsona:
b, X" + b, X +.. X+ Dy
too;sin>m
ou
n
. . a, X . a _ a .
* lim f(X)= lim 2=—= |lim 2x"™ =" - sin=m
X—>+00 X—>+00 bm XM x>+ bm bm
ou
0 ;sin<m
to0;sin>m
ou
n
. . a. X . a _ a .
* lim f(x)= lim 2= |lim 2x"M =" - sin=m
X—>—00 x>0 p XM x> b, b,
ou
0 ;sin<m

https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.ccom/

lere BIOF SECO

Chapitre 8 : Limites des fonctions numériques S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.ccom

_+_
o _ . —a)Q(x) Q(X)
*x Si lim f(x)="=",alors lim f(x ImQ lim=—-=
gales () o e (0= x—>a( )R(X) x—a R(X)
Exemple
Ona:
X% —X+2 3x* 3
% |lim ————— = lim =
roBx? +TX—3 xoeBX2 B
oax* e —x%+2 .. 3x 3x2
% lim > = lim = lim - == =-x
x>0 —BX° 4+ 7x—-3 X—>+0 _BY% x>+ O
Coax*teexd—x2+2 . 3t
# |lim = |im =i —=0
X—>+00 _5)(6 +7X-3 X—>-+00 _5)(6 X—>-+00 5)(2
e _ X—1)(x=2 -
R |Imw:hm ( )( ) = 2X 2 :_1
x>l x°—=1 X—>1(X_1)(X2+X+1) X=X+ X +1 3
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