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I — Limite finie d'une fonction numérigue en un point
1 — Limite nulle en zéro d'une fonction numérigue

Définition
Soit f une fonction numeérique définie sur un ensemble de la forme | = ]—r, r[ — {O} our>0.

On dit que la fonction f a pour limite 0 quand X tend vers 0, et on écrit lim f(x) =0, siet
x—0

seulement si: (Va > O)(EIOL > O)(VX e D; )[O < |X| <o = | f (X)| < 8]

2 A (C'I
-A ] ? -? » CT “
Exemple
i 2 . . 2x-1
Calculer Ilm(x + 2x) “limyJX+2 ; lim
x—0 x—0 x—0 X—3
Réponse
ona: limx?>+2x=02+2x0=0 ; limJx+2=+0+2=+2 ; lim2X=t_2x0-1_1
x—0 Xx—0 x—0 X—3 0-3 3

Proposition
Soient f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme | = ]—r, r[ — {0} our>0.0na:

(vxel),|f)|<|u(x)| _
alors lim f(x)=0

limu(x)=0 X—30
Xx—0
Exemple
) . (1 ) T
calculer lim x3sin = | et limxcos| ~
x—0 X x—0 X
Réponse

x—0 x2

5

lim xssin(%j =0
x—0 X

. 3. (1
A Calculons limx°sin| —

et comme lim x° = 0, alors
x—0

Ona(VXeR*), sl:(VXeR*), s‘x3‘

(1
3

xX“Sin| —
(XZJ
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) T
A Calculons lim XCOS(;)

x—0
T
CcoSs (—)
X

lim xcos(Ej =0
X

Ona (VXER*),

Sl:(VXER*),

T
XCOS(—)
X

< |X| et comme lim x =0, alors
X—0

x—0
Remarques
(VaeR)(Vn eN*), limax"=0
x—0

2 — Limite finie en un point d'une fonction numeérique

Définition
Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme [Xg=r, X, +r[—{X,} ol x,e R et r>0.

On dit que la fonction f a pourlimite un nombre réel L quand X tend vers Xy, et on note

lim f(x) =L, sietseulementsi: (Vs > O)(Hoc > O)(VX e D; )[O< |X— X0| <o = | f(x)— L| < 8:|

X—>Xq

Remarque
(VaeR)(Vx, eR)(Vn eN*), lima(x-x,)" =0

X—>X,

Proposition 1
Soit f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme ]Xo — I, Xy + r[ = {XO} ou

XoeRetr>0.0na:
(vxel),|f(x)-L|<u(x)

Si 4 alors lim f(x)=L
' limut) =0 il 2
Exemple
On consideére la fonction f définie sur R par: f(X)=12X2
+ X
1) Montrer que : (VX € R), | f(x) —1| S(X—l)2
2) En déduire que lim f(x) =1
x—1
Réponse
2X x2-2x+1  (x-1)’
1) Soit Xe R,ona f(x)-1= 5 —1=— s =— 5
1+ X 1+ X 1+x
2
x-1
Donc|f(X)—1|=( 2 .Comme X°>0donc1+ x%?>1 d'ou ! > <1
1+x 1+ X
(x-1)°

T <(x=1)% d'ou |f(x)-1<(x-1)°
+ X

2) On a montré dans la question 1) que (VX € R), | f(x) —l| < (X —1)2 et on sait que |iml(X —1)2 =0
X—>
Alors lim f (x) =1

x—1
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Proposition 2 (Limites de quelques fonctions usuelles en un point)
Soient P et Q deux fonctions polynémeset X, € R. Alorsona:

* lim P(x) = P(x,)

X=X,
X) P(X
* 81 Q(%y)=0,alors lim P(x) _ P()
%, Q) ~ Q%)
* limsinx=sinx, et lim cos x =cos X,
X=X, X=X,

. T :
* Si x0¢§+2k7c,keZ alors  lim tanx =tan x,
X=X,

* Si X, >0 alors lim /x = \/7

X=Xy

Exemple
Calculer les limites suivantes:

2
Iimw X Iim1/LZ ©lim (x—2)2(x3+1) : limcosxsinx ; lim tanx
x—0 X+1 x—2¥ 3X + 3 X—-3 T T

x>z x>

3 — Limite a droite et limite a8 gauche en un point d'une fonction numérigue

Définition 1
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]XO, Xg + r[ ou Xp € Retr>0etLeR.

On dit que la fonction f a pour limite L quand X tend vers Xy a droite si et seulement si :

(Ve >0)(Fa>0)(Wxe Dg)[0< x—% <o = [f()~L|<&]

Onnote: lim f(x)=L ou lim f(x)=L
X=Xy X—>X,
X>X,

Définition 2
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |Xy —r, X[ OU X, e Retr>0et LeR.

On dit que la fonction f a pour limite L quand X tend vers Xp @ gauche si et seulement si :

(V8>0)(E|OL>O)(VX€Df)|:—OL<X—X0<0:>|f(X)—L|<8:|

Onnote: lim f(x)=L ou lim f(x)=L
X=Xy~ X=X
X<X,

Proposition 1
Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme Xy — 1, X, + [ —{X,} ou X, eRetr>0.

Alors f apourlimite L quand X tend vers X, si et seulement si elle admet une limite en X, a

droite égale a sa limite en X, a gauche, égalea L.

Autrement dit : lim f(x)=L < I|m f(x)=lim f(x)=L
X—>X, X=Xy~
Exemples

1) Calculer les limites suivantes :

i x2 s lim 243 s lim TR g [

x—2" X—3 x—>-1"1+ «/x +1 x—>0+ X+2

3 https://www.dimamath.com
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2) Déterminer lim f(X) dans chacun des cas suivants :
X—)XO
X+2 o _
f(x)=—215 :x>2 f (x) =sin(nx)++1-x; x<1
a) 1++/X—2 ) cal
f(X)=x*—x+2 ;x<2 f(x)=—%--3 ;x>1

f(x):%+a;x20

f(x)=cosx+p ;x<0

3) Soit f lafonction définie sur R par:

Déterminer les réels o et B pour que lim f(x) =-1
x—0

Proposition 2
Soit f ,u, Vv, wet g des fonctions définies sur un ensemble de la forme ]XO, Xp + r[ ou

XoeRetr>0.
(VX & ], %o [ JHF (x) - L| (%)

* Si lim u(x) =0 alors XIerQ0 f(x)=L
X—>X;
| (Yxe X% +r[) f(x)=g(x) S
* Si lim g(J =L alors erTx]g (x)=L
X=X
(YXETX, Xg + [ ) V() < £ () <w(x) _
limebx) = lim w(x) = L oSS IS =
X—>Xy X=Xy

Proposition 3
Soit f ,u, v, wet g des fonctions définies sur un ensemble de la forme ]XO -, Xo[ ou

XpoeRetr>0.

(Yxe]x—1.%[)| f(¥) - L|<u(x) _
* Si lim u(x) =0 alors XILnQ f(x)=L
(Yxe]x—r.%[) F(x)=9(x) _
* Si lim g(x) =L alors x“-[?o f(x)=L
| (Wxe]x =1, %[ ) v(x) < f(X) <w(x) _
* SV lim v(x) = lim w(x) =L alors fim T(x)=L

II — Limite infinie d'une fonction numeérique en un point
1 — Limite infinie d'une fonction en zéro

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—r, I‘[ — {0} our>0.

4 https://www.dimamath.com
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x—0"

Xx—0"

x—0"

x—0"

% Ondit que la fonction f apour limite +o0 quand X tend vers 0, et on note lim f (X) =+o0, si

x—0

et seulement si : (VA > 0)(3(1 > O)(VX e D, ), [|X| <a= f(x)> A]

# Ondit que la fonction f apour limite —0 quand X tend vers 0, et on note lim f (X) =—o0, si

x—0

etseulementsi: (VA >0)(Ja> 0)(Vx e D; ) [X|<a= f(x)<-A]

# Ondit que la fonction f apour limite +00 quand X tend vers 0 a droite, et on note
lim f(X) =+c0, sietseulementsi: (VA >0)(3o > O)(Vx e D; ) [0<x<a= f(x)>A]
# Ondit que la fonction f apour limite +00 quand X tend vers 0 a gauche, et on note
lim f(X) =+o0, siet seulementsi: (VA >0)(3o > O)(VX e D; ), [-a<x<0= f(x)>A]
# Ondit que la fonction f apour limite:—co quand X tend vers 0 a droite, et on note

lim f(X) =—co, sietseulementsi: (VA >0)(3o > O)(Vx eD; ) [0<x<a= f(x)<-A]
# On dit que la fonction f"a pour limite —0 quand X tend vers 0 a gauche, et on note

lim f(X) =—o0, si et seulement si :( VA > 0)(3o > O)(Vx e D; ), [ze0< x<0= f(x)<-A]

Proposition 1 (Limites infinies des fonctions usuelles en zéro)

1 1 L
lim == +oo lim = = —o0 lim —= = +o0
x—0" X x—0~ X x—0 \/;
1 . | 1
lim — =400 lim — =+00 |Im—2=+oo
x—0" X x—0" X x—0X
1 1 1
lim = =+ lim = = -0 lim =40
x—0" X3 x—0 X3 x=0 |X|
.1 . ) 1 . 1
lim—-=+0 (neN") lim —— =+ (neN) lim ——=-w (neN)
x—0 x 2N x—0" x 2N x—0" X"

Proposition 2

(vxel), f(x)=u(x)

Soient f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme | = ]—I‘, r[ - {0} our>0.

* Siq.. alors  lim f (x) =+
limu(x) =+ x—0
x—0
(vxel), f(x)<u(x)

* Si 4. alors  lim f (x) =—o0
limu(x) =—w x—0
x—0

Remarque

2 — Limite infinie d'une fonction en un point

Les propriétés de la proposition 2 restent valables lorsque X tend vers 0 a droite ou a gauche.

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |X, — T, Xy + [ —{0} ot xye R et r >0.

https://www.dimamath.com
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% Ondit que la fonction f apour limite +oo quand X tend vers X, et on note lim f(x) =+o0
X—>X,

si et seulement si : (VA > 0)(EIOL >0)(VX€ D; ), UX— X0|< a= f(X) >A]

% Ondit que la fonction f apourlimite —o0 quand X tend vers X, et on note lim f(x)=—o0
X—>X,

si et seulement si : (VA >O)(E|0c >O)(VX€ D; ), UX— Xo| <a= f(x) <—A}

# Ondit que la fonction f apour limite +00 quand X tend vers Xy adroite, et on note

lim f (X) =0, si et seulement si :
X—>Xg

(VA>O)(EIOL>O)(VX€ Df), [0<x—Xy<a= f(x)>A]

# On dit que la fonction f apour limite +00 quand X tend vers Xp a gauche, et on note

lim f(X) =+, sietseulement si:
XXy

(VA>0)(EIOL>O)(VX6 Df),[—oc<x—x0<0:> f(x)>A]

+ Ondit que la fonction f a pour limite —00 quand X tend vers Xy a droite, et on note

lim f(X)=—o0,si et seulement si:
X—>Xg

(VA>O)(3a>O)(VXE Df), [0<x—Xy<a= f(X)s=A]

+ Ondit quelafonction f apourlimite —0 quand X tend vers Xy a gauche; et on note

lim f(X)=*c0, sietseulement si:
X—>Xg

(VA>0)(EIa>O)(VXE D; ) [0 < x—Xo 0= (X) <=A]

Proposition 1 (Limites infinies en un point)

lim = 400 lim ——o | lim S =~ lim S = +00
x—x X — Xg x—% X — Xg X (X—%) % (X =% )

i 1 i 1

lim ————— =40 | |lim ——— =+

X—>¥%, (X — X, )2n X=X (X = Xg

Proposition 2
Soient f et U deux fonctions définies sur un ensemble de la forme

| =]x,—r,% +r[-{0} o x,eRetr>0.
(vxel), f(x)=u(x)

Sty im U(X) = 40 alors XIerX10 f(X) =+
X—>X,
(vxel), f(x)<u(x)
* S fim u(x) =~ alors XITQO P ==
X=X,
Remarque

Les propriétés de la proposition 2 restent valables lorsque X tend vers X, a droite ou a gauche.

Exemple

6 https://www.dimamath.com
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Calculer les limites suivantes:  lim
Xx—0"

2X+3

3X—

III — Limite finie d'une fonction numeérique en — et +

1 — Limite nulle d'une fonction en +o0

et —oo

. —X+2
lim

2
oX ’ xl—>n;’4(X—2) T xo3 6—-2X

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +oo[ ouAelR

On dit que la fonction f a pour limite 0 quand X tend vers +oo0,etonnote lim f(X)=0,siet

X—>+00

seulement si : (VS > O)(HB > O)(VX e D; ), [X >B= | f (X)| < 8]

Définition 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—oo, A[ ouAeR

On dit que la fonction f a pour limite'0 quand X tend vers +oo, et onnote lim f(X)=0,siet

X—>—00

seulement si: (Vs > 0)(EIB > O)(VX e Dy ), [X <-B= | f (X)| < 8]

Proposition (limite nulle de quelques fonctions usuelles en +o0 el —0)

lim 1:0 lim 1:0 mn—L:O(neNﬁ mn—L:O(neNﬁ
x—>+o0 X Xx——00 X X—>+00 Xn X—>—00 Xn
. 1

lim —=0

X—>+00 \/;

2 — Limite finie d'wme fonction en +o0 et — oo

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +OO[ ol AeRetLeR

On dit que la fonction f apour limite L quand Xtend vers +o0,etonnote lim f(x)=L,siet

X—>+00

seulement si: (Vs > 0)(EIB > O)(VX e D; ), [X >B= | f(x)— L| < 8]

Définition 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—OO, A[ oUAceRetLeR

On dit que la fonction f a pour limite 0 quand X tend vers —o0,etonnote lim f(X)=L,siet

X—>—00

seulement si: (VS > 0)(EIB > 0)(‘V’X e D; ), [X <-B= | f(x)— L| < 8]

Exemple

On considére la fonction f définie sur

Montrer en utilisant la définition de la limite que lim f(x)=3

Rpar: f(x)=

X—>+00

3x% -4
x> +1

Proposition

L € R telles que

X—>+00

alors

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]A, +oo[OU AeR et
(vxel), |[f(x)—L|<u(x)
lim u(x)=0

lim f(x)=L

X—>-+00

https://www.dimamath.com
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* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]- 00, A[ ouUAeR et

(vxel), |[f(x)—L|<u(x) _
L eR telles que lim u(x)=0 alors lim f(x)=L

X—>—00
X—>—00

IV — Limite infinie d'une fonction numeérique en — et +

Définition 1
& Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +OO[ ouAeR.

On dit que la fonction f a pour limite 400 quand X tend vers +o0, et on note

lim f(X)=+o00, si et seulement si: (VA> O)(EIB > O)(VXE D; ), [X> B= f(x)> A]

X—>400
& Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]A, +oo[ ouAeR.

On dit que la fonction f a pourlimite —0 quand X tend vers +o0, et on note

lim f(X)=—o0, siet seulement si: (VA> 0)(38 >O)(‘v’Xe D ), [X> B= f(x) <—A]

X—>+00

Définition 2
& Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—OO, A[ oUAeR.

On dit que la fonction f a pour limite +00 quand X tend vers —0, et on note

lim f (x) =40, si et seulement si: (VA >0)(3B >0)(Vx e D ), [x <=B = f(x)> A]

X—>+00

& Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]—OO, A[ ouAeR.

On dit que la fonction f a pour limite —c0 quand X tend vers —o0, et on note

lim f(X)=—o0, sietseulementsi: (‘V’A> O)(EIB >O)(‘V’Xe D; ), [X<—B = f(X)< —A]

X—>+00

Proposition 1 (Limites infinies de quelques fonctions usuelles)

lim x*" =+ (neN¥) lim x*" =+ (neN%)
X—>+00 X—>—%0
lim x>™ =40 (neN) lim x> =—w (neN)
X—>+00 X—>—%
lim VX =400
X—>+00

Proposition 2 (Limites infinies et ordre)

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]A, +oo[OU AeceR

(vxel), f(x)=u(x)
lim u(x) =+

X—>+00

telles que alors lim f(X) =400

X—>+00

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]A, +oo[OU AeR
(vxel), f(x)<u(x)
lim u(x) =—o0

X—>+0

telles que alors lim f(x)=-o

X—>+0

https://www.dimamath.com
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* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]—oo,A[Ofl AcR

(vxel), f(x)=u(x) _
telles que lim u(x) =+ alors XILrPOO f (X) =+
X—>—00

* Soient f et U deux fonctions définies sur un intervalle de la forme | = ]—oo,A[Ofl AceR

(vxel), f(x)<u(x)

telles que ) alors Iim f(X)=-w
d lim u(x)=—w X—>—00 ()
X—>—00
Exemple
Calculer les limites suivantes :
lim x+3sinx ; lim 5x*—2cos(x+7) ; lim sin®(x®-1)-2x ;
X—>+00 X—>—00 X—>+00

V — Opérations sur les limites des foenctions numeriques

Proposition 1 (Limites de la,Semme de deux fonctions)
X“LE f(x) L L L o0 —o0 +00
)!'_T:‘ g(x) L' +00 —00 +00 =00 —00
Iim(f+g)(x) L+L' +00 —00 +00 —00 FI
x—]
Remarque
On peut mettre a la place de [ soit un nombre X, + % OU —o0
Proposition 2 (Limites du produit de deux fonctions)
lim 7(x) L |L>0|L<0|L>0|L<0| 404 4o | —0"| 400 ou —o0
>!I_>rE| 9(x) L' 400 | 40 | —0 | —0 | 40 | =0 | —0 0
>!I—>n|1](f xg)(x) LxL"'| 40 —00 —0 +00 400 | —o0 | 400 Fl
Proposition 2 (Limites du quotient de deux fonctions)
)!I_)FT&| f(x) L L L 400 —o0 +00 —o0 0 +00 ou—00
Ima(X) | L'#0| 40 | 0 | L20|L>0|L<0|L<O| 0 |-+00o0u—oo
im( £ | L 0 0 I I
ool g T +00 —00 —00 +00
Remarques
o 0
¢ Les formes indéterminées sont : +00 — o0 ; = ; 0 et cox 0

¢ Obtenir une forme indéterminée ne veut en aucun dire que la fonction ne possede pas de limite
¢ Les méthodes les plus utiles pour lever les indéterminations sont :
» Factoriser par le terme de plus haut degré

> Factoriser par (X - Xo)
» Multiplier par l'expression conjuguée
> Encadre une expression ...

VI — Méthodes pour calculer certaines limites

9 https://www.dimamath.com
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1 — Limites d'une fonction polynomiale en +oo €t — oo

Proposition
Soit f une fonction polynomiale de degré ntelle que: f(x)=a,x" + an_lx”‘l +...+aX+a, ou

a,, a, 1, & et a, sont des réels tels que a, # 0. Alorson a:

lim f(x)= lim a,x" ; lim f(x)= lim a x"
X—>+00 X—>400 X—>—0 X—>—00
Exemple
Ona:
. 5 4 2 T 5
#  lim 3x°=2X"+7x°=5x+10= lim 3x° =+
X—>+00 X—>+0
. 7 6 4 2 T 7
% lim —4x" +2x° +3x" =5x“+10x= lim —4x' =
X—>—00 X—>—00

2 — Limites des fonctions rationnelles en i et —

Proposition
Soit f une fonction rationnelle définie sur son domaine de définition.par :
n n-1
ax +a X “+.a+aXxX+
f(x)=-—" n-1 1X+ 8 telle que &, xb_ #0. Alorsona:
m m-1 n m
b, X" + b, X T + .+ DX+ by
too;sin>m
ou
n a a
* lim f(x)= lim = lim 2x"™M =3 - sin=m
X—>+00 X—>+00 mem X—>+00 b b
ou
0 ;sin<m
to0;SiN>m
ou
n
. . a. X a, a .
* lim f(x)= lim = lim 2x""=¢"0 - sin=m
X—>—00 X—»—00 mem x——0 Oy bm
ou
0 ;sin<m
. 0 (x=a)Q(x) Q(x)
* Si lim f(x)="-",alors I|mf X)=lim+———=Ilim=—=
X—a () 0" () x—>a( )R(X) Xx—a R()
Exemple
Ona:
2 2
3XT—X+2 3x°_3
# lim ————— = lim =—
x>-05x2 + TX—3 H—oo5x 5
o3t —x?+2 . 3! S
# lim 5 = lim 5= lim = —00
x>io  BX2 4 TX—3  x>io 5x2 xoim 5
ot -x?+2 . 3 3
# lim = = lim == lim-——=0
Xx—>+o —Bx* 4+ 7x-3 Xx—+o —5x x—>+o By

10 https://www.dimamath.com
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_+_

x2-3x+2 . (x=1)(x-2) . x-2 1
R |Im3—:|Im :I|m2—:__
x>l x°—=1 X—>1(X_1)(X2+X+1) X=>- X+ X+1 3

lere BIOF Science EX

3 — Limites des fonctions trigonométriques
Proposition
sin X . tanx . 1-cosx 1
| —=1 ; Iim——=1 ; I|m—2:—
x—0 X x—>0 X x>0 X 2
Exemple
__sin(ax) a _tan(ax) a __1-cos(ax) a’
lim =— : lim == : lim—\"%) _ <%
x>0  bX b x>0  bX b x—0 bx? 2b
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