lere BIOF SM Chapitre 9 : Rotation dans le plan S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.ccom
_+_

1 — Rotation et rotation réciprogue

Définition
Dans le plan orienté positivement, on considére un point {2 et un nombre réel 0 .
On appelle rotation de centre (2 et d’angle 0, la transformation du plan qui  tout point M du plan
associe le point M' défini par :

* Si M =Q alors M'=Q (on dit que le centre 2 de la rotation est invariant par la rotation)

QM = QOM’

* SiM#Q alorsona: < ————

(oM, QM) =0[2x]

Ml

Q
Remarques

¢ Larotation de centre () et d'angle 0 est notée R(Q,G) ou simplement R
¢ Larotation R (O, n) est la symeétrie centrale de centre O
o Si 0#2km, ke Z alors le centre £ de la rotation est I'unique point invariant'par cette rotation
¢ Pour tout point M du plan tel que M = Q et R(M) =M', ona:
A Lepoint M' appartient au cercle de centre Q2 et de rayon QM
A La meédiatrice du segment [I\/I I\/I'] passe par (2
A Letriangle QMM' est isocéle au sommet Q).
Exemple

: : : T
ABCD est un carré de sens direct et de centre O. Soit R 5 la rotation de centre A etd’angle = et R

2

la rotation de centre O et d'angle o .
1) Déterminer R (A), Ro(B) et Ry (D)
2) Comment choisir o pour que R (A) =B ?puis Rg (A) =C?

Réponse
DRA(A)=A
Ra(B)=D

RA(D)=D" ou D' estle symétrique
De B parrapporta A

OA=0B
2) RO(A):B<:> Y ——

(OA,OB) Eg [2n] donc o Eg [27t]
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OA=0C

RO(A)ZC@ (CTA:O—C)ETE [271:]

donc a = 75[271;]

Proposition
La rotation R (Q, 9) est une bijection du plan dans lui-méme et sa bijection réciproque est la rotation

R (Q, —9). Deplusona:

R(Q0)(M)=M' < R(Q,-0)(M)=M

2 — Propriétés des rotations
a — Décomposition d'une rotation

Proposition 1
Soit O € R et soit € un point du plan et (A) une droite passant par le point €2 et (A ') I'image de

(A) par la rotation de centre  et.d’angle o . Alors™

La composée (S( A") © S( A)) est une rotation de centre Q) et d'angle 2o

On a S(A') o S(A) = R(Q,ZCX,

Proposition 2
Toute rotation R (Q, 9) peut se décomposer comme suit :

* R(Q, 9) = S(A.) o S(A) ou (A') est 'image de (A) par la rotation de centre €2 et d’angle g

* S( A)° S( A) = R(Q,O) ou (A) est I'image de (A) par la rotation de centre ( et d’angle —g

b — Propriétés d'une rotation

Propriété 1 (Conservation des distances)
La rotation conserve les distances

R(A
Autrement dit : Si alors A'B'=AB
R(B)=B"

Remarque

La rotation est une isométrie

Exemple

T

ABCD est un carré tel que (N?;, ﬁ) = g[Zn] et R la rotation de centre A et d’'angle 3
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1) Construire M, N et P les images respectives de B, C et D par R

2) Montrer que le triangle MNP est isocéle
Réponse

Ona: R(B):M, R(C)= N et R(D)=P

Et CD=CB

Puisque la rotation conserve les distances, alors
NP =NM

Donc le triangle MNP est isocéleen N

Propriété 2 (Propriété fondamentale)
Soit R une rotation d'angle 0. Alors':
alors (AB,A'B’)=6[27]
R ( B) =B’

Remarque
Cette propriété permet de déterminer I'angle de la rotation lorsqu’on connait les images de deux points
du plan

Propriété 3 (Conservation des mesures des angles)
Soit R une rotation. La rotation R conserve les mesures des angles.

R(A)= A
Autrement dit: i igi;:i: alors (AB,CD)E(A'B',C'D')[Zn]
R(D)=D'

Propriété 4 (conservation du coefficient de colinéarité de deux vecteurs)
La rotation conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs.

R(A) =A'

R(B):B' L
Autrement dit : Si alors A'C'=k.AB

R(C) =C'

AC=k.AB (keR)

Remarques
¢ Si A, B et C sont trois points alignés alors leurs images respectives A', B' et C' par une

rotation sont aussi alignés

+ si(AB)||(CD) alors (A'B")[|(C'D") ot R(A)= A, R(B)=B’,R(C)=C'et R(D)=D"

Propriété 5 (Conservation des barycentres)

Soit R une rotation et soit G le barycentres d'une famille de points pondérés ( Ao )Ki o €t

R ( A ) =A" Alors G'=R (G) est le barycentres de la famille de points pondérés (A L0 )

I<i<n

Remarques
¢ Larotation conserve aussi le milieu de segment
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R(A)=A'
R(B)=B' .
Autrementdit:Siq = alors 1"est le milieu de[A'B’]
| milieu de [ AB]
R(1)=1"

¢ Larotation conserve le centre de gravité d'un triangle
Autrement dit : Si

R(A)=A'
R(B)=B"'
R(C)=C' alors G'est le centre de gravité du triangle A'B'C"

G centre de gravité du triangle ABC
R(G)=G'

3 — Images de certaines figures par une rotation

Proposition 1
L'image d'un cercle de centre O par une rotation est un cercle de méme rayon et de centre

O'tel que O'=R(O)

D

£ o %

e

Rl / \
l|l p—l—f+
\/ "/
', ; / =
.l;'x //
V

Proposition 2
1) L'image d'une droite par une rotation est une droite.

Autrementdit: R((AB))=(A'B')ol R(A)=A'et R(B)=B
2) L'image d'un segment par une rotation est un segment.

Autrementdit: R([AB])=[A'B'Jol R(A)=A'et R(B)=B"
3) L'image d'une demi-droite par une rotation est une demi-droite.

Autrement dit: R([AB))=[A'B')ol R(A)=A'"et R(B)=B

Proposition 3
1) La rotation conserve le parallélisme.

R((a))=(a)
Autrement dit: Si {R((D))=(D") alors (A")|(D")

(4)1(D)

2) La rotation conserve 'orthogonalité.
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R((4))=(a)
Autrement dit: <R((D))=(D")  alors (A')L(D")

(4)L(D)
3) L'image de l'intersection de deux figures par une rotation est l'intersection des images de

ces deux figures par cette rotation

4 — Composée de deux rotations

Proposition
Soient R;(O},0,) et R,(0,,0,) deux rotations telles que 0, # 2km et 0, = 2k, k € Z

% Si1 O =0, alors R; R, estunerotation de centre O, et d'angle 0; + 0,, de plus dans ce cas
ona RloRZ = RZORl
< 8i0;#0, et 6, +0, # 2kn, K € Z alors Ry© R, ‘est unerotation d’angle 6; + 0,

<+ Si0O;#0, et 6, +0,=2kn, k €Z alors R, o R, est une translation

Exemples
Soit EFG un triangle. Déterminer la nature de chacune des applications suivantes :

T T

= R G,gjOR(G,—gj
T T

= R A,§jOR(B,—§J
T T

= R C,§jOR(B,§j

Réponses

T T T N G n

= R G,§jo R(G,—§) =1d car R(G,gJ est une bijection de bijection réciproque R(G,—gj
T T _ .

= R A,§]0R[B,—§ est une translation de vecteur BC

R|C,= |oR| B, | est tati d'lﬁ

'3 3 | est une rotation d'angle —
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