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I — Barycentre de deux points pondérés
1 — Définition et vocabulaires

Définition 1
Soit A un point du plan et soit o € R .
% Le couple ( A, OL) s’appelle un point pondéré
% Leréel a s’appelle le poids ou la masse du point A
% On appelle systéeme de points pondérés toute collection d'un nombre de points pondérés

Exemples
. (E,—5); (F , 3); (G,O) sont des points pondérés

. {( E,—5); (F , 3); (G,O)} est un systéme de points pondérés

Théoreme et définition 2

7

< Soient (A, (x) et (B, B) deux points pondérés tels que o + [3 # 0, alors il existe un unique
point G vérifiant l'égalité : aGA + B?B =0

‘0

% Le point G s’appelle le barycentre des points pondérés ou du systéme pondéré {(A, OL) ; ( B, B)}

Exemple

On consideére les points A, B et C trois points du plan tels que 2 AB+3AC +3BC = 0.
Montrer que le point C est le barycentre des points A et B dont on déterminera les coefficients
Réponse

ona 2AB+3AC +3BC =0« 2(AC+CB)+3AC+3BC =0

< —2CA+2CB-3CA-3CB=0
< -5CA-CB=0<5CA+CB=0
Donc le point C est le barycentre du systéme pondéré {( A, 5) X ( B,l)}

Remarque
¢ Si (A, oc) et (B, [3) sont deux points pondérés tels que o + 3 =0, alors il n'existe pas de
barycentre des deux points pondérés (A, OL) et (B, B) .
e Sia#0etB=0,alors G=A
¢ Sia=0etB=#0,alors G=B
¢ Si a=f3,alors G est le milieu du segment [AB]

2 — Propriétés

Propriété 1 (Propriété caractéristique du barycentre)
Soient (A, OL) et (B, B) deux points pondérés tels que o+ 3 # 0.

Le point G est le barycentre du systeme pondéré {(A, oc) ; ( B, B)} si et seulement si: pour tout point M
du plan on a aMA+Bm:(a+B)MG

_

MA +

B —

On a, alors : M—sz LMB
o+

a
o+

Conséguences

Si G est le barycentre du systeme pondéré {(A, OL) ;(B, [3)} , alors AG = —GE B AB et BG = —oc(i B BA
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Exemple
Placer le barycentre G du systéme pondéré {( A, 2) X ( B, —1)}
e P pm_lig 45
Ona: AG_OL+[3AB_2—1AB_ AB
G (A,2) (B, —1)
® ° o

Propriété (Homogénéité du barycentre)
Soit G le barycentre du systéme pondéré {(A, OL) ; ( B, B)} (a+B #0),alors G est aussi le barycentre
du systéme pondéré {(A, k oc) : ( B,k B)} pour tout réel k non nul

On dit que le barycentre de deux points pondérés ne change pas si on multiplie ou on divise les
coefficients des points par un méme nombre réel non nul.

Remarque
Si G est le barycentre du systéme pondéré { (A, OL) ; ( B, B)} , alors G est aussi barycentre du systéme

pondéré {(A’aiﬁj;(B’aEB)}

Proposition
Si G est le barycentre du systéme pondéré {(A, OL);(B, B)} telque af #0.

% Si aB>0,alorsGe[AB]
» Siapf<O0et|o|>|p|,alors G ¢[AB]et G €[BA)
» Siaf<O0et|o|<|p|,alors G&[AB]et G e[AB)

Propriété (Coordonnées du barycentre)

Le plan est rapporté a un repére (O; T, J ) .

Soit G le barycentre du systéme pondéré {(A, OL) ; ( B, B)} ,alors:

» 0G=—* 0A+—P 0B
o+ o+
_aX, +BXg
Sien plus A(X ) et B(x ), alors G donné ° a+p
L] 1 en plus y , , alors a pour cooraonnees
p A Ya 8 Y p :ayA+ByB
G a+p

I1 — Barycentre de trois points pondérés
1 — Définition et vocabulaires

Théoreme et définition
Soient (A, OL); (B, B) et (C, y) trois points pondérés du plan tels que o+ 3+ v # 0. Alors il existe

un unique point G du plan, vérifiant I'égalité : o GA +GB + yGC = 0.

Le point G s’appelle le barycentre du systéme pondéré {(A, OL); (B, B) et (C, y)}
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Exemples

Soient A, B, C et D quatre points du plan tels que 2ZAC —-3AB-4AD = 0.

Montrer que le point D est le barycentre des points dont on déterminera les coefficients
Réponses

)ona 2AC-3AB-4AD =0 < 2(E+D_c')—3(AD+ DB)+4DA=6

< 4DA+3DA-3DB-2DA+2DC =0
< 5DA-3DB+2DC =0
Donc D est le barycentre des points pondérés (A,S); (B,—3) et (C,2)

Remarque
Le barycentre de trois points pondérés de mémes coefficients est appelé isobarycentre ou centre de
gravite des trois points

2 - Propriétés

Propriété 1 (Propriété caractéristique du barycentre)
Soient (A, OL), (B, [3) et (C, y) trois points pondérés tels que a +p+ 7y #0.

Le point G est le barycentre du systéme pondéré {(A, OL) X ( B, B) X (C, y)} si et seulement si : pour tout
point M du plan on a aMA+BMB+yMC:(a+B+y)M—G

* _MA+—P __MB:+— T _MC

Onaalors: MG=————
n & akors G o+pP+y o+pP+y o+pB+y

Conséquence
Si G est le barycentre du systéme pondéré {(A, oc);(B, B);(C, y)} ,alorsona:

AG=—P AB+— ' AC.BG=-—% BA+— ! BCe

o+pP+y o+pP+y o+pB+y o+pP+y
cG-—% CA+_ B CB

o+pP+y o+pP+y
Exemple

1)Soit ABC un tringle et soit G le barycentre du systéme
pondéré {(A, 2) : ( B,l) : (C, —2)} . Construire une figure.

- 1 - _2 -
OnaAG:mAB+mAC
= AB-2.AC

2) Déterminer I'ensemble des points M du plan qui vérifient HZMA + MB — 4|\/|CH =5

Réponse
2) Puisque 2+1—4=-1+0, alors le systéme pondéré {( A, 2) ; ( B,l) X (C, —7)} posséde un barycentre

G, donc d’apres la propriété caractéristique du barycentre on a : ZMA+ MB —4MC =-MG . D'ou
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HZI\/IA+ MB — 4MCH =5 H—M—GH =5« MG =5. Donc I'ensemble recherché est le cercle de centre
Getderayon5s

Propriété 2 (Homogénéité du barycentre)
Soit G le barycentre du systéme pondéré {(A, oc);(B, B);(C, y)} (oo +PB+7v#0), alors G est aussi le
barycentre du systéme pondéré {(A, k oc) : ( B,k B) X (C, ky)} pour tout réel k non nul.

On dit que le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on multiplie ou on divise les
coefficients des points par un méme nombre réel non nul.

Remarque
Si G le barycentre du systéme pondéré {(A,a);(B,B);(C,y)} (e +PB+v#0),alors G est aussi le

‘ . o, B (e~ Y
barycentre du systéme pondéré {(A’OH‘B"‘Y)’(B’OH‘B‘FY]’(C’OC"‘B‘FY)}

Propriété 3 (Associativité du barycentre)
Soient (A, OL), (B, B) et (C,y) trois points pondérés telsque o+ +y#0 et a+B#0.Soit H le

barycentre partiel du systeme pondéré {( A, OL) ; ( B, B)} .Alors:
G est le barycentre du systéme pondéré {(A, oc) X ( B, B) X (C, y)} si et seulement si G est le barycentre
du systéme pondéré {( H,a+ B);(C,y)}

Autrement dit : Le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on change deux points d'entre
eux (dont la somme des coefficients est non nulle) par leur barycentre partiel pondéré par la somme
de leur coefficients

Exemple
On consideére les points pondérés (A, 2); (B, —l) et (C,3) et soit G leur barycentre. Construire G en

utilisant l'associativité du barycentre.
Réponse (C,3)
Ona 2+(—1)+3:4¢O et 2+(—1):1¢O donc les

systemes pondérés {( A, 2); ( B, —1) X (C , 3)} admet un
barycentre G et {( A, 2); ( B, —1)} admet un barycentre H.

. -

]
Etona AH = —— AB =—AB . D'apreés l'associativité du

71 (H,1) (42 (B,-1)
Barycentre, G est donc le barycentre du systéme pondéré
) o= _ 3 o= 3~
{(H.1);(C.3)} done HG = == HC =7 HC

Propriété 4 (Coordonnées du barycentre)

Le plan est rapporté a un repére (O; T, J ) .Soit G le barycentre du systéme pondéré

{(A, a);(B,B);(C,y)}, alors:

— o — B . % S
* OG_OL+B+’Y Jroc+[3+y 0L+B+yOC
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& Sienplus A(X,, , B( Xz, et C(X., , alors G a pour coordonnées dans le repére
A yA B yB C yC

R X, +BXs +YX. Ay, +BYs+VY
(O,I,j):(XG,yG):( AOC-FBE:-’Y c. AOC-FBi-Y CJ

Exemple
Dans un repére orthonormé (O; i, ]) on considére les points A(—l, 2); B(O, —3); C (1, 0)

1) Déterminer les coordonnées du barycentre G du systéeme pondéré {( A, 2) X ( B, —3) : (C , 4)}

2) Déterminer les coordonnées du centre de gravité H du triangle ABC

Réponse
N CaX,+BXg+yX 2x(-1)-3x0+4x1 2
T a+P+y 2+-3+4 ~ 3 (2 13j
)Ona donc G| =,—
_GYA+ByB+ch_2X2_3X(_3)+4X0_E 33
Yo = a+B+y 2+-3+4 3
_xA+xB+xC_—l+O+1_O
WU T3 1
2)On a donc H| 0,—=
YAt YstYe 2-3+40 1 3
L

III — Barycentre de quatre points pondérés
1 — Définition et vocabulaires

Théoréme et définition
Soient (A, a); (B,B); (C,y) et (D, 8) quatre points pondérés du plan telsque .+ +y+0#0.

Alors il existe un unique point G du plan, vérifiant I'égalité : a GA +GB +yGC +6GD = 0.
& Le point G s'appelle le barycentre du systéme pondéré {(A, oc); (B, B) : (C, y);(D, 8)}

+ Sia=LB=y=05¢et a#0,lepoint G s'appelle I'isobarycentre ou le centre de gravité du
quadrilatere ABCD

Exercice
On consideére les points A, B, C, D et E cing points du plan tels que 2BA-BC +3CD+4EB=0.
Montrer que le point A est le barycentre des points B, C, D et E dont on déterminera les coefficients
Réponse
ona 2BA—BC +3CD +4EB =0 < —2AB + AB — AC —3AC +3AD — 4AE + 4AB =0

< 3AB—4AC +3AD —4AE =0
Donc A est le barycentre du systéme pondéré {( B,3) : (C, —4) X ( D, 3) X ( E, —4)}

Remarque
¢ Sia=P=y=0eta#0,lepoint G s'appelle I'isobarycentre ou le centre de gravité du

quadrilatére ABCD
¢ SiatB+7y+05=0,lesystéme pondéré {(A, oc); (B,B);(C,y);(D,S)} n'a pas de barycentre

2 — Propriétés

Propriété 1 (Propriété caractéristique du barycentre)
Soient (A, oc), (B,B), (C,y) et (D, 8) quatre points pondérés telsque a+pB+y+0#0.
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Le point G est le barycentre du systéme pondéré {(A, oc);(B, B);(C, y) : ( D, 8)} si et seulement si :
pour tout point M du plan on a aMA+BMB+y|\/IC+8I\/ID=(0L+B+y+8)m

¢ A B ME._ T c._ d  uB

Onaalors: MG = gy 75 TG By s aiBryes arBryeo

Conséquence
Si G est le barycentre du systéme pondéré {(A, OL) : ( B, B);(C, y);(D, 8)} ,alorsona:

= B 5 Y e e
AG_oc+B+y+6 +a+B+y+6AC+a+B+y+6AD'
o a oA Y o B .
BG_oc+B+y+SBA+a+B+y+SBC+a+B+y+BBD'
—— o — B S S S

CC= s aaBrrrs S Taapryacl ©
G- % BA+— P BB+ T BC

_a+B+y+6DA+a+B+y+8 +0L+B+y+8

Propriété 2 (Homogénéité du barycentre)
Soit G le barycentre du systéme pondéré {(A, oc) ;(B, B);(C, y);(D, 6)} (a+PB+y+0+#0)alors G
est aussi le barycentre du systéme pondéré {(A, k oc) : ( B,k B) : (C, ky) : ( D, kS)} pour tout réel k non

nul.

On dit que le barycentre de quatre points pondérés ne change pas si on multiplie ou on divise les
coefficients des points par un méme nombre réel non nul.

Remarque
Soit G le barycentre du systéme pondéré {(A,a);(B,B);(C,y);(D, 8)} (+PB+y+0#0)alors G

est aussi le barycentre du systéme pondéré

a . p . Y . 0
{(A’cx+B+yj’(B’cx+B+yj’(c’a+B+yj’(D’a+B+y+8)}

Propriété 3 (Associativité du barycentre)
Soient (A, OL), (B, B), (C,y) et (D,S) quatre points pondérés tels que .+ B+ v+ #0 et

a+P#0et y+0+#0.Soit H le barycentre partiel du systéme pondéré {(A, OL) ;(B, B)} et K le
barycentre partiel du systéme pondéré {(C, Y ) : ( D, 8)} . Alors:

G est le barycentre du systéme pondéré {(A, OL) ;(B, B);(C, y);(D, 8)} si et seulement si G est le
barycentre du systéme pondéré {( H,o+ [3) : ( K,y+ 8)}

Autrement dit : Le barycentre de quatre points pondérés ne change pas si on change deux points
d’entre eux (dont la somme des coefficients est non nulle) par leur barycentre partiel pondéré par la
somme de leur coefficients

.Exemple

On considére les points pondérés (A, 3); (B, —3); (C, 2) et (D, —l) . Construire
G =Bar{(A,3); (B,-3);(C,2) et (D,-1)}.

Réponse

Ona:3+(-1)=2#0et -3+2=-10,
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notons H = Bar{(A,3);(D,—1)} et K =Bar{(B,-3);(C,2)}

-1 2 S
donc: AH :?AD et BK:—lBC:—ZBC
. o e -1
D'aprés la propriété de l'associativité du barycentre on a : HG = T HK =-HK
(D, —1)
(C,2)
G (A,3)
.\\ » /,.
TR , .4 (B,—3)
\\‘\
(H, 2)\\\\ ’
(I(! —l)

—_—

s OG

Co+B+y+S

repére (O;T, ]) (X yG):(

—_—

a

Propriété 4 (Coordonnées du barycentre)
Le plan est rapporté a un repére (O;T, ]) .Soit G = Bal’{(A,oc);(B,B);(C,y);(D,S)}, alors :

B OB -+ Y

— )

—_—

+a+[3+y+8

oa+pB+y+0

+a+B+y+8

Si en plus si A(XA,yA), B(XB,yB), C(Xc,yc) et D(Xp, Yp ), alors G a pour coordonnées dans le

OXy +PXg +YX +OXy oY, +BYs +Y Y+,

a+B+y+0

oa+P+y+0 )

Exemple

Dans un repére orthonormé (O; i, ]) on consideére les points A(—l, 2); B (O, —3); C (1, 0) et D(2,1)

1) Déterminer les coordonnées du barycentre G du systéme pondéré {( A, 2) : ( B, —3) X (C, 4) : ( D, —1)}

2) Déterminer les coordonnées du centre de gravité H du triangle ABCD

Réponse
X, +PXg +yXe +0%, 2x(—1)—3x0+4x1-1x2
X = a+B+y+90 N 2+-3+4-1 =0
1)Ona donc G(O,G)
Ay, tPBYs VY +3Yp _2><2—3><(—3)+4><0—1><1_E_6
¢ a+B+y+35 - 2+-3+4-1 2
Xyt XgF X+ Xy —1+0+1+2 1
Y = — =
2)Ona 4 4 2 donc H(E,OJ
YatYs+Ye+Y, 2-3+0+1 2
yH = 4 = 4 :0
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