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I - Limites de fonctions (Rappels)

1 - Définitions:

Définition
Soit f une fonction définie sur son ensemble de définition D etae D 5 c'est-a-dire que a est

une extrémité de I'un des intervalles de D 5

@ lim f(x)=+0 < (V4>0)(IB>0)(VxeD,)x>B= f(x)> 4

X —>+00

Y/

@ lim f(x)=—0[(v4>0)(38>0)(Vxe D )ix>B= f(x)<-4|

@ lim f(x)=+0[(v4>0)(38>0)(Vxe D )ix<-B= f(x)> 4]

)

x) =0 | (V4> 0)(38>0)(¥x € Dy ), x <~B= f(x)< 4|
) 38> 0)(Vxe D, )ix> B2 |f(x)-1|<e]
)

3B>0)(VxeDy)ix<-B=|f(¥)-/|<e]
(¥2>0)(3n>0)(vxe D, ) x—a|<n=|f(x)-4<e]
It

x)—l|<s}

@ lim[(x)=1&|(ve>0)(In>0)(VxeD,);a-n<x<a=|f(x)-I|<z]
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@ linf(x) =+ <[ (v4>0)(In>0)(Vx e Dy ) [x—a| <n= f{x) > 4]

% lim f(x):+oo<:>_(‘V’A>0)(EIn>O)(‘v’xeDf);a<x<a+n:>f(x)>A]

% lim f(x):+oo<:>_(‘V’A>0)(EIT]>O)(‘v’xeDf);a—n<x<a:>f(x)>A]

% lim f(x)=—00<:>_(‘v’A>0)(371>O)(‘v’xeDf);|x—a|<n:>f(x)<—A}

% lim f(x):—oo<:>_(‘v’A >0)(Eln>0)(‘v’xeDf),'a<x<a+n:>f(x)<—A]

xX—>a =

# lim f(x)=—0<|(¥4>0)(In>0)(Vxe D );a-n<x<a= f(x)<-4]

Exemple - Montrer que /im 1. +00

x—0" X

En effet, Soit 4 > 0, montrons qu'il existe > 0 el que si 0 < x <M onait 1 > 4.
X

Puisque l>Aet x>0ona x<%.Doncsi O<x<%on al>A.Ilsuffitdeprendre nzi etona
X X

gro s 1
par définition : (VA>O)(EIn——>Oj(Vxe]O +oo] ), O<x<'r|:>l>,4 D'ou lim — =+o0

X x—0" X

2 - Formes indéterminées

1 https://www.dimamath.com
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Les formes indéterminées sont : :4+00—00 ; Oxo0

818

oo

3 - Quelques techniques de calcul de limites

o 3x*-2x+5 . 3x* 3 2x+3 o2 .2
* im —————=Ilim —==; lim ——————= Iim —= lim —=0
X—>+0 5x2+x_1 X—>+00 5x2
2 2
* lim w: lim 4i: lim 4—x:+oo; lim 3x%> —5x+2= lim 3x’> =+w
x>+  3x+9 x>+ 3X x40 3 X —>+0 X —>+00

* lim \/4x2+9—2x: lim ézo; lim \/9x2+7+3x: lim ;zO
X a2 19 42x O ¥ \9x% 47 ~3x
lim \/x+3—2_ . x—1 1 1

= lim =

x>l x? -1 _J{Tl(x—l)(x+1)(M+2) x—>1(x+1)(\/E+2)_§

x2—5x+6:lim(x—2)(x—3)_, x-3 1

*  [fim = =
=2 x2 +3x-10 x—>2(x—2)(x+5) 2 x+5 7

Théoreme de comparaison

Soit I un intervalle et A une bornedel.
(‘v’xel);f(x)<g(x) '

I g(x) _yep alors xlinAf(x) =—00
x—A

(‘v’x € ]);f(x) >g(x)

alors lim f(x) =400

lim g(x) =+ XA

x—A

(‘v’x € I);h(x) <f(x) <g(x)

lim h(x) _ lim g(x) _I alors xli_izaAf(x) =L (Théoreme des gendarmes )
x—>A x—>A

4 - Limites remarquables

. . . ) 1 ) 1
* lim x2k+1 =+o0; [im x2k2+oo,' lim x" =+0w; lim —=0; lim —=0
X—>—00 X—>—00 X—>+00 x>+ x x——0 x"
. sinx . tanx . l—cosx 1 . .
*  [im =1; lim =1; lim =—: lim tanx =-oo; lim tanx =+
x—=>0 X x—>0 X x—=>0 x L N
2 2
T T
xX>—— x<—
2 2

IT - Continuité d'une fonction en un point

1 - Définition

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de L.

Dire que la fonction f est continue en a signifie que /im f (x) =f (a)
x—a

Exemple
montrer que la fonction f estcontinueen a 34x2-2
. * o f(x)=—= x=l |
dans les cas suivants : -1 ca=1
f(1)=2

2 https://www.dimamath.com
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fr)=2x=l }—E;o{u}o;f{
* sin” x 2 2 - a=0

1

f(0)=—5

2 - Continuité a droite et continuité a gauche d'un point

Définition
» Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a;a+0of ou a e R,
Dire que la fonction f est continue a droite en a signifie que lim f(x)= f(a)
0
» Soit g une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja—a.a] ot a e R™.

Dire que la fonction g est continue a gauche en asignifie que /im g(x)=g(a)
xX—>a

x<a

Exemples
Montrer que la fonction f est continue a droite en @ =0 et que la fonction g est continue a gauche
tan(2x) x?-3x+2
=—2- x>0 X)=—""— ,x<I1
en b=1. f(x) Sinx ¥ ; g( ) |1—x|
f(0)=2 g(1)=1
Propriéte

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert centré en un réel a .
La fonction. f esten a siet seulementsi f estcontinue a droite et a gauche
en a.

Exemple
Montrer que la fonction f est continueen a=0 et b=2

7(x) M

X
f(x):x2—1 ;0<x<2

f(x)=\/2x+5 ;s x=2

x<0

3 - Prolongement par continuité d'une fonction en un point

Definition

Soit f unefonctionet a unréeltelque a¢ D et lim f(x)=1 (/€ R).La fonction
’ Xx—>a

f(x):f(x) ; xeDf

J(a)=1

appelée un prolongement par continuité de la fonction f en a.

f définie sur D, u{a}par: { est continue en a. Cette fonction f est

Exemple

3 https://www.dimamath.com
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Montrer que la fonction f définie sur |0, x[ par: f(x)= ﬂ admet un prolongement par
X Sinx
continuité en 0. En effeton a:
lim f(x): lim —I_COSX = [lim l—c;)sx x> =l 1=l

x—0° x—0 xsinx x>0  x sinx 2 2
Donc la fonction f admet un prolongement par continuité en 0, la fonction g définie sur l'intervalle
1—cos x
g(x)= - s0<x<m
[O;n[par: xsinx
1

g(O)ZE

4 - Continuité d'une fonction sur un intervalle

Définition
Soit a et b deux réels quelconques.
t f estcontinue sur ]a; b[ < f est continue en chaque élément de ]a; b[

_ fest continue sur ]a;b[
t f estcontinue sur [q; 5] < T
f est continue a droite en a
: f est continue sur ]a;b[
t f est continue sur Ja;b] < L
f est continue & gauche en b
f est continue sur ]a;b[
t f est.continue sur [a;b] <> < f est continue & droite en a
f est continue a gauche en b
v f est continue sur ]a; +oo[<:> f est continue en tout élément de ]a; +oo[

) f est continue sur ]a; +oo[
t  f est continue sur [a;+oo < o
f est continue a droite en a

v f est continue sur ]—oo;b[ < f est continue en tout élément de]—oo;b[

f est continue sur |—oo;b[

f est continue a gauche en b
f est continue sur R < f est continue en tout élément de R

¢ f est continue sur ]—oo;b]<:>{

o)

5 - Opérations sur les fonctions continues

Propriété 1
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et a € 7 et k un réel quelconque.

% Si f et g sont continuesen a alors les fonctions f+g, fxg et kx f sont continues en a

f

: : : 1 :
* Si f et g sontcontinuesen a et g(a) 0 alors les fonctions — ef = sont continues en a
g 8

Propriété 2
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et k un réel quelconque.
% Si f et g sont continues sur l'intervalle I alors les fonctions f'+g, fxg et kx f sont

continues sur I

https://www.dimamath.com
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f

: 1 }
alors les fonctions — et —sont continues sur I

Si [ et g sont continues sur l'intervalle [
g &

(Vx el),' g(x);tO

6 - Continuité des fonctions usuelles

Propriété (admise)
+ Toute fonction polyndome est continue sur chaque intervalle de R .
4+ Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle de son ensemble de définition

4+ Lafonction x+— \/; est continue sur chaque intervalle de R*
+ Les fonction cosinus et sinus sont continues sur chaque intervalle de R .

Exemple
Montrer que les fonction f et g sont continues respectivement sur R et [1; +oo[ telles que:
f(x)=x2 +3x—1+ 21 —CosX ; g(x)zﬂ-
X" +2 \/;

sont continues sur R

En effet :on a Df — R et comme les fonctions x > x> +3x—1 et x+= ;
‘ X +2

alors la fonction f est aussi continue sur R comme somme de ses deux fonctions.

Etona Dg = [1; +00[ et'comme les fonctions x — «Jx—1+2 et x — +/x sont continues sur [1; +oo[ et

comme (Vx € [1; +oo[);\/; # (0 ;alors la fonction g est continue sur [1; +oo[ comme quotient de ses

deux fonctions continues.

7 - Continuité de la composée de deux fonctions

Propriétél
Si f est continue en un réel a

» ] alors la fonction composée.ge [ est continue en a
Si g est continue en b :f(a)

Si f est continue sur un int ervalle [

» Si g est continue sur un intervalle J »alors go f est continue sur l'int ervalle 1
Sif(I)cJ

Propriété 2
Soit acRetr>0et L eR etsoit f une fonction définie sur un intervalle de la forme

I= ]a —rya+ r[ et soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert J centréen L .

lim f (x)=L
X—a

Telsque: g est continue en L palors limgo f (x)=L
f(1)cd .

8 - Image d'un intervalle par une fonction continue

Propriéteé
Soit T une fonction définie sur D et [a;b]c D et Tun intervalle de D .

+ Si f estcontinue sur[a; b] alors f([a;b]) =[m: M] est un segment

+ Si f estcontinue surIalors f(1)=J est un intervalle

Cas particulier :

5
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Si la fonction f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, le tableau suivant donne
tous les cas possibles :
Intervalle I f est strictement croissante sur I f est strictement décroissante sur I
[a:5] [f(a): /()] L/ (b):/(a)]
[a: 8] [ 7(a);: lim f(x)[ } lim f(x); f(a)}
x—b x—b
Ja:b] |tim £ (x):1 ()| £ (8); tim £ (x)]
x—>a x—a
Ja: [ } lim f(x); lim f(x)[ } lim f(x); lim f(x)[
x—a’ x—b" x—b x—a’
[a 0] @) tim () | tim 1(x):1(@)]
X—>+0 X—>+0
Ja: +oo] } lim f(x), lim f(x)[ } lim f(x); lim f(x)[
x—a X—>+00 X—>+00 x—a*
oo 8] } lim £ (x); f(b)} { £(b); lim f(x)[
X—>—00 X—>—00
|00, 8] } lim f(x); lim f(x)[ } lim f(x); lim f(x)[
X—>—0 x—b" x—b~ X—>—00
]—OO;+OO[ } lim f(x); lim f(x)[ } lim f(x); lim f(x)[
X—>—00 X—>+00 X—>+00 X—>—00
III - Théoreme des valeurs intermédiaires
Théoreme des valeurs intermeédiaires ( TVI)
f est une fonction continue sur [a;b
alors il existe un réel c de [a;b] tel que f( ): k
k un réel compris entre f(a) et f(b)
Théoreme des valeurs intermédiaires et résolution des équations
' équation f(x) =k admet au moins
alors
(b) une solution dans [a;b]

e f une fonction continue sur [a;b]
® k un réel compris entre f (a) et [

Interprétation graphique du TVI
Soit f une fonction définie et continue sur un segment
» { o
/\ |
\ af

[a; b]et soit k un réel compris entre f(a) et f(b)alors

La partie de la courbe représentative de f sur [a; b] coupe
la droite d'équation y = k au moins en un point

[ A [

1 W U

Exemple
Soit f lafonction définie par: f(x)=x> +3x°

. . 5 .
1/ Montrer que I'équation f (x) = 2 admet au moins une

Solution sur le segment [-3,1]
2/ En déduire que la courbe (C f) coupe la droite d'équation y = 5 au moins en un point d’abscisse
https://www.dimamath.com

appartenant au segment [-3;1]
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Corollaire 1
e f une fonction continue sur [a;b]} | {I‘équation f (x)=0 admet au moins
alors

° f(a)xf(b)<0

Remarque
Si une fonction est continue sur un intervalle et les images de ses extrémités sont de signe opposés

Alors sa courbe représentative coupe l'axe des abscisses en un point dont I'abscisse appartient a cet
intervalle

une solution dans ]a:b[

Corollaire 2
e f une fonction continue sur [a;b]

e f strictement monotone sur [a;b]  alors

{I'équation f (x) =0 admet une unique
o f(a)xf(b)<0

solution o dans ]a;b|

Exemple

Soit f lafonction définie sur R par: f(x)=x’

+x+1. Montrer que 'dquation f(x)=0 admet une
unique solution a.dans l'intervalle |-1,0].

Eneffet: f estcontinue et dérivable sur [~1,0] et f'(x)=3x>+1.Donc f est strictement
croissante sur [-1;0] ;enplus f(-1)=-1er f(0)=1donc f(-1)x f(0)<0.D'owet d'apres le

corollaire du TVI, Téquation f(x)=0admet une unique solution adans |-1,0|.

Corollaire 3
Soit f et g.deux fonctions définies sur [a, b]et h la fonction définie sur [a,b]par :

h(x)=1(x)-g(x).
f et g continues sur [a;b]} {I‘équation f (x)=g(x) admet au moins une solution
ors

h(a)xh(b)<0 dans lintervalle [a;b]

Corollaire 4
Soit f une fonction définie sur l'intervalle de la forme [a; +oo[ et k un réel.

e f continue sur [a;+oo
o ke f([a+o)

plus f est strictement monotone sur [a; +oo[ alors cette équation admet une unique solution o

} alors I'équation f (x)=k admet au moins une solution dans [a;+ox|, sien

dans l'intervalle [a, +oof

Exemples
1/ f(x)=sinx ; g(x)=2x—1. Montrer que 'équation f(x)=g(x)admet une unique solution o dans

]0,‘+oo[

2/ f(x)=x+2x-1. Montrer que l'équation f(x)=0admet une unique solution o dans R .

Méthode d’encadrement par dichotomie des solutions d'une équation de la forme f(x)=0 :

7 https://www.dimamath.com
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On considére une fonction f continue et strictement monotone sur un segment [a, b] (a < b)telle
que f(a)x f(b)<0.Donc d'aprés le corollaire du TVI il existe un unique réel
ce ]a;b[ tel que f(c) =0.

On pose m = aT—w, et on calcule f (m) .On a deux cas possibles :

% f(a)xf(m)<0 et donc ce]a;m[
v f(m)xf(b)<0 donc ce]m, b

On réitere ce procédé jusqu’a ce qu'on arrive a I'encadrement demandé. Ce procédé s'intitule la

. . X , . b-
dichotomie . Apres n étapes on a un encadrement de ¢ d'amplitude _na )
2

Exemple

Déterminer un encadrement a 6,25x 107> prés de \/5

Remarquons que \/5 est la solution positive de 'équation x2-2=0.

On considere la fonction f définie sur [1;2] par: f (x) = x? —2 La fonction fest.continue et
strictement croissante sur [1,2]etona: f(1)=-1er f(2)=2donc f(1)xf(2)<0 par conséquent
I'équation

/(x) =0 admet une unique solution ¢ = 2 dans Ji.2[ Ona f(1)<0 er f(2)>0

a b m f(m) conclusion

1 2 15 0,25>0 l<e<l,5

1 L5 125 -0,4375<0 ,25<c<1,5
125 L5 1375 -0,109<0 1,375<c<1,5
1375 15 14375 0,066 >0 1,375 < ¢ <1,4375

Enfin on 1,4375-1,375=0,0625=6,25x 1072 . Donc l'encadrement de ¢ & 6,25% 1072 est
1,375 <c¢<1,4375

IV - Fonction réciproque d'une fonction continue strictement
monotone sur un intervalle

Théoréme
\ Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que .

e f continue sur |
e f strictement monotone sur |  alors f est une bijection de | vers J

eJ="1(1)

\ Théoreme et définition
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Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et J l'intervalle tel

que J=f(1).

% Il existe une unique fonction qui associe a chaque y de J un unique x de I tel que (x) =y.
Soit:(VyeJ)(3xel): f(x)=y

% Cette fonction est appelée la fonction réciproque de la fonction f et est notée f -1

-1 _ —
* Lafonction /! est définie par la relation : / (x) RGP f(y) g
xeJ vel

Propriétés de la fonction réciproque
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalleI et f ! sa fonction
réciproque. Alors :

» (Vxel) fof(x)=x

v (Yxef(1))fo i (x)=x

» ! estcontinue sur I'intervalle f (I )

» ! est sttictement monotone sur lintervalle f ( | ) et a la méme monotonie
que f

» Lacourbe représentative de f ~!et 1a courbe représentative de f sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice c'est-a-dire la droite d'équation y = x dans un repere
orthonormeé.

Exemple
1
Soit f la fonction définie sur l'intervalle /= |2;+o0| par: f(x)=——
sl par-: £ ()=
1/ Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f ~! définie sur un intervalle J que 'on
déterminera .

2/ a/ Calculer f(3) et en déduire f~'(1)
b/ Déterminer l'expression de /! (x) pour tout x de l'int ervalle J
3/ Dresser le tableau de variation de la fonction f -1

4/ Construire dans un méme repere orthonormé (0?]) les courbes représentatives de f et de f -1

Corrigé :
I/ona f(x)=

L etr- J2; 4o
Vx=2
Puisqueles fonctions x +— x —2 ; x +> </ x —2 sont continues sur l'int ervalle I et (‘v’x € ]); Nx—=2#0
alors la fonction f est continue sur |
1

2(x-2)x-2

Donc (Vx el ) f ’(x) < 0 par suite la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle I.

De méme la fonction f est dérivable sur I'intervalle Ietona:(Vxel), f'(x)=—

9 https://www.dimamath.com
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Par conséquent la fonction f est une bijection de Ivers f(7) :} lim f(x); lim f (x)[ =10, 400
x—2"

—>+o0

d’ots f admet une fonction réciproque /' définie sur I'intervalle J = ]O +oo[

2/a/ f(3)=1donc f7'(1)=3 ],
b/SoiteretyeI;onay:f_](x)c>f(y)=x ' i

1 1 2x% +1
= =X Yy-2=—&y= 3 '
y—2 X X 7 ;g ;
_ 232 11 AN
Done (v e7); 17 (x) =25 L ==
3/ Tableau de variation de f Tableau de variation de 1 -1
X 2 400 x 0 +00
f’(x - +o0

£(x) . 7

Puisque les fonctions f et f ~!ont le méme sens de variation sur leurs intervalles de définition
respectifs

2

V - Fonction.racine neme

Théoreme et definition
Soit n un entier naturel tel que » >2 . La fonction f : x > x” est une bijection de R* vers R*.

Donc elle admet une fonction réciproque f~' définie sur R* par /™ (x)= %x Le nombre ¥/x est
appelé la racine n®*ou d’'ordre n du réel positif .

Propriétés
Soit n et m deux entiers naturels non nuls. Alors:

‘v’xeR+)(VyeR+),'(‘/;:”y<:>x:y

VxeR+)(VyeR+) J;<f®x<y
)( ) =X et\/— X

VxeR+)(VyeR+) \/;XQ/)_;:Q/xT
I

Vx e R" VyeR+* ’i/: etr\z/:

(Vxew);"x'(’/x»m:’f/; et Wl =fnx =y

*

*

*

(
(
(vrer?
(
(

*

Théoréme
\ Soit n un entier naturel tel que n>2.

10
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X—>+0

La fonction x — 4/; est continue et strictement croissante sur R” et lim (’/; = 400

| |
= Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions x — Yx et
x +— x" sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice c'est-a-dire la droite d'équation

y=x.
Courbes des fonctions racine carrée et racine cubique
f(x):x2 et f_l(x):x/; K f_1 =g f(x):x et f_l(x):% ou f_1 =g
| /
,' //
/ I = | /
/ = ] cr
,/_/ B | -
;/ l.'// i >
. / R il
%
Puissance rationnelle d'un réel strictement positif
Définition
Soit peZiygeN" et xe]O;+oo[et r=£.
q
P
La puissance rationnelle du nombre réel x d'exposant r est le nombre réel x" =x9 = Uxr
En particulier : (Vn € N*)(Vx € R*); Yy =xn
Propriétés
) (‘v’r € Q*)(Vx € R+*),'xr >0
mo ()"
b (Vn < N*)(vm e Z*)(Vx e R“);\”/xm — e =| xn
» (‘v’r € Q*)(Vr' € Q*)(Vx € R+*),'xr xx" =x""", (xr )r = (xr )r =x" ;Cr =x""et " =x"
et —=| —
o\

> (VreQ*)

(Vx € R+*)(Vy € R+*),'Xr xy' = (xy)r

VI - Fonction arctangente

\ Théoreme et définition
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Soit f larestriction de la fonction x —» zan x sur l'intervalle }—g g[ Alors f est continue et

. . T T . N T T
strictement croissante sur }—55{ et par suite elle est bijective de }—55[ vers R .Donc elle

admet une fonction réciproque /' définie sur R .

Cette fonction f “est appelée la fonction arctangente et est notée Arctan

Propriétés
T

* (VxeR)(‘v’ye —EED Arctanx =y <tany = x

* ‘v’xeR tan(Arctanx):x

* [‘v’xe —_ = Arctan(tanx)zx

* (Va )(VbeR);Arctan(a):Arctan(b)@a:b
* (Va € R)(Vb € R),‘Arc tan(a) < Arctan(b) <a<b

* La fonction Arctan est continue et strictement croissante sur R .

. T R T
* lim Arctanx =— et lim Arctanx =——
X—>+00 2 X—>—00

Courbe représentative de la fonction Arctan

[~

C'(tan)

C{Arctan)
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