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I — Limites d'une fonction

1 — Opérations sur les limites

soit T et J deux fonctions et L et L’ deux réels. Alors :

!('_Tl f(x) L L +00 —0 —00
!(I_I’)T; g(x) L’ +00 —0 400 —o0 400
lim(f+g)(x - Forme
Ha( 9)() L+L +00 —00 0 —® indéterminée
lim 1 (x) L L>0o0u +o L<0ou - oo
!(I_I;T; g(x) L' 400 —00 +00 —00 0
lim(f x X ' Forme
x—>a( g)( ) LxL w0 —© 2 | o indéterminée
lim f (x) L L L >0 ou +oo L<0ou—w 0 + oo
img(x) L#0 | £ 0 0 0 0 0 +ao
. f L Fofme Forme
lim| — [(x —
x—>a( g j (x) L 0 o0 — X T | indéterminée | indéterminée
Remarque

A , + -
Le nombre A peut étre un réel, ou +90,0u —00,0ou d ,ou a
2 — Les formes.indéterminées

. ‘o0 0

lim f (x) - +oox0 —

X—a +00 —00 iOO 0
Remarque

Une forme indéterminée ne veut pas dire que la fonction n’a pas de limite nécessairement, mais
Que la technique utilisée pour calculer cette limite n'est pas la bonne en général

3 — Quelques techniques de calcul des limites

Méthodes de calcul des limites

Les techniques utilisées pour calculer une limite peuvent se résumer comme suit :

» Un remplacement simple lorsqu’'on n'a pas de (FI)
» La factorisation

» La multiplication par I'expression conjuguée

» L'encadrement

» Expression conjuguée + Factorisation

Propositionl
Soit f(x)=a x"+a, , X" +..+a X+a, (a, #0) une fonction polynéme. Alors :
lim f(x)= lima, x"

X—>too X—>too
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Proposition2
a x"+a  X"'+..+a,

Soit f (X) = oua #0etb #0) unefonction rationnelle . Alors
) b, x™+b X" +..+b, (oua, n*0)
) . a x"
lim f(x)= lim —
X—>+ o0 X—>+ 0 bm Xm

Proposition3
On a les limites suivantes :

"msmx:1 ”mtanx:1 Iiml—cosle

x—>0 X x>0 X x—0 X2 2

Théoreme de comparaison
Soit I un intervalle et d unebornedel.

vxel); f(x)<g(x
(Iim g()g):(_q)) AL alors )!i_fgf(X):—oo
Vxel): f(x)>g(x

) ('Lng())(oz " slors iy Bz

# alors lim f (x)=L

X—a

(vx'el);h(x)< f(x)< g(x)}

limh(x)=limg(x)=L

X—a X—a

( Théoréeme des gendarmes)

II — Continuité d'une fonction en un point
1 — Continuité d'une fonction en un point

Exemples
. 3x%-2X+5 _3x? 3. . 2X+3 . 2X
e lIimMm——=1Im —=—; Ilm ——=|Iim —=0;
X—>+00 5x2+x_1 x—>+005x2 5 x—>+003x2_2x+7 X—>+003)(2
2 2
o lim 22 i 4i=+oo; lim 3x2—5x+2= lim 3x? =40 ;
X—>400 3x+9 X—+0 3X X—>+00 X—>+00
o lim V4x?+9-2x= lim 2 =0; lim V9x?+7 +3x= lim /! =0 ;
Xt Xt \/4X2+9+2X X——00 X—>—00 \/9X2+7—3X
o limEE32 i X1 ~ lim - -1
x>l x° -1 X—>1(x—1)(x+1)(\/x+3+2) X—>1(x+1)(\/x+3+2) 8
i x?-5x+6 . (x=2)(x-3) imX=3_ 1.
x—2 X2 +3x—10 x—>2(X—2)(X+5) x—2X+5 7'

e lim V2x2+1—-x= lim x «/2+i2—1 =400, lim +2x2+1+x= lim —x «/2+l+1 =400
X—>+00 X—>+00 X X—>—00 X—>—00 X
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Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a —Qo,a+ OL[ ou o >0.

Dire que la fonction f estcontinueen a si, et seulement si lim f (X) = f (a)

X—a
Remarques
e Une fonction est continue en un point si courbe n’est pas brisée au voisinage du point d’abscisse
a

e Lorsqu'une fonction n'est pas continue en d, on dit qu'elle est discontinue en a
e Pour étudier la continuité d'une fonction en a on doit s’assurer que d € Df

Exemples
Etudier la continuité de la fonction f en @ dans chacun des cas suivants :
2x+1
1. f(x)= .a=0
(X) 1
Sin X +C0oS X T
2. f(X)= o a=—
(X) ’ 5
( sinx
f (X) = W , X # O
3. < r . a=0
f(0)==
1(0)=5
2 — Continuité a droite — continuité a gauche

Définitionl
Soit T une fonction définie sur un intervalle [a, a-+ (l[ oua>0.

Dire que la fonction f est continue a droite en &, si et seulement si, lim f (X) = f (a)
X—a’

Définition2

Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a —q, 3.] ou o >0.

Dire que la fonction f est continue a gauche en @, si et seulement si, lim f (X) = f (a)
X—a

Théoreme

Une fonction est continue en un point a si, et seulement si elle est continue a droite et a gauche
en d

Remarque

Pour montrer la continuité de certaines fonctions on est contraint de montrer qu’elles sont continues
a droite et a gauche en certains points

Exemples
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e Montrer que la fonction f est continue a droite en 0 et la fonction g est continue a gaucheenl
dans les cas suivants :

tan(2x
f(x):ﬁ;x>0; 1-x
f(0)=2 g(1)=1

. Etudier la continuité de la fonction f en 1dans le cas suivant :

2
g(x):w ;X<1

f()_EM X >1

lf@)=1 a=0

f()—i————1 2x<0

o Déterminer les réels a et b pour que la fonction f soit continue en 2

. A
f(x)= X" ¢4 © X > 2

3%JYI7—$
1 f(2)=Db

f()_ﬂﬂifﬂ,x<2

\

III — Continuité d'une fonction sur un intervalle
1 — Continuité sur un intervalle

Définitions
Soit a et b deux réels quelconques.

¢ fest continue sur ]a; b[ <> T estcontinue en chaque élément de ]a; b[

f est continue sur ]a;b|

o)

f est continue sur [a; b[ S . . .
f [est continue a droite en] a

_ [ est continue sur Ja;b[
v f est continue sur |a;b] < L

| f est continue a gauche en b
[ est continue sur Ja;b[

v+ f est continue sur [a;b] << f est continue a droite en a

f est continue a gauche en b

o)

f est continue sur ]a; +oo[ < f est continue en tout élément de ]a;+oo[
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. [ f est continue sur ]a; +oof
v+ f est continue sur [a;+oo[ =

_f est continue a droite en a
v f est continue sur ]—oo;b[<:> f est continue en tout élément de]—oo;b[

_ [ f est continue sur ]-oo; b
v f est continue sur |—oo;b] <

_f est continue a gauche en b

v+ f est continue sur R < f est continue en tout élément de R
2 — Continuité des fonctions usuelles

Propriété (admise)

4+ Toute fonction polyndme est continue sur chaque intervalle de R.
+ Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle de son ensemble de
définition
. : . +
4+ Lafonction X.H>+/X est continue sur chaque intervalle de IR
4+ Les fonction cosinus et sinus sont continues sur chaque intervallede IR .

3 — Opérations Sur les fonctions continues
Propositionl

Soit f et 0 deux fonctions définies sur un intervalle | et ac |l et Kunréel quelconque.

* si fet g sont continues en a, alors les fonctions f+ g, fx g et kexof sont
continuesen d

f

% Si f et § sontcontinuesen @ et (J (a) # 0, alors les fonctions — €t — sont continues

g g

en d

Proposition2

Soit T et 0 deux fonctions définies sur un intervalle | et k un réel quelconque.

% Si f et Q sont continues sur I'intervalle |, alors les fonctions f + ¢, f xg et kx f
sont continues sur |
f et g sont continues sur l'intervalle | 1 f
% Si , alors les fonctions — € — sont
(vxel); g(x)=0 g g
continues sur |
Exemple
Montrer que les fonction f et g sont continues respectivement sur R et [1; +oo[ telle que:

f(x)=x2 +3x—l+ﬁ—cosx ; g(x): x\—/%+2.

Eneffet:ona D = R et comme les fonctions x > x> +3x—1 et x > sont continues sur R alors

x2+2
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la fonction T est aussi continue sur R comme somme de ses deux fonctions.
Etona D, = [1;+o0] et comme les fonctions x > vx—1+2 et x - Jx sont continues sur [1; +o0 et

comme (Vx &1, +oo[);\/; # 0 ;alors la fonction {J est continue sur [1;+oo[ comme quotient de ses

deux fonctions continues

4 — Continuité de la composée de deux fonctions continues

Propositionl

f est continue en un réel a ) ) )
i ,alors la fonction composée g - f est continue en a
g est continueen b= f (a)

Si f est continue sur un intervalle |
2. Si g est continue sur unintervalle' J ¢, alors ‘g ¢ f.est continue sur l'intervalle |
Si f (I ) cJ

Proposition3
soitacRetr>0et LeR etsoit f une fonction définie sur un intervalle de la forme

| = ]a —-ra+ r[ et soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert J centré en L tels que :

N

lim f(x)=L

X—a

g est continue en L ¢, alors limgo f(x)=L
f(1)c .

J

5 — Image d'un intervalle par une fonction continue

Proposition
Soit f une fonction définie sur Dy et [a;b] C Dy et | unintervallede Dy .

+ Si T estcontinue sur [a;b], alors f ([a;b]) = [m; M ] est un segment

+ Si T estcontinuesur | , alors f (| ) = J est un intervalle

Intervalle | f est strictement croissante sur | f est strictement décroissante sur |
[a:b] [1(a)i 1 (0)] [1(0):f (2)]
o I Jig
Jaib] 1im £ (x): (b)) £ (b): fim ()
i O I M i 0 1)
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[a; +oo] [f a): lim f(x)[ } lim f(x);f(a)}
X—>—400 X—>+00
: i i lim f(x); lim f
el | im0l 1) Jim, 2 fm, (2
oo;b] }Iim f(x);f(b)] [f(b); lim f (x)
X—>—00 X—>—00
J-o0;b[ } lim f(x); lim f(x)[ }Iim f(x); lim f(x)[
X—>—00 X—b~ Xx—b~ X—>—00
|-o0; o[ } lim f(x); lim f(x)[ } lim f(x); lim f(x)[
X—>—00 X—>+00 X—>+00 X—>—00
IV — Théoreme des valeurs intermédiaires
Théoréme des valeurs intermeédidires
=k

f est une fonction continue sur[a;b] o )
; alors il existe un réel c'de [a;b] tel que f (c)

k un réel compris entre.f (a) et f (b)
Théoréeme des valeufs intermeédiaires et résolution des équations
e f une fonction:continue sur [a;b] | l'équation f (x)=k admetau moins
rs
une solution dans [a;b]

<b>}a° {

e k un réel compris entre f (a)et f

Interprétation graphique du TVI:
Soit f une fonction définie et continue sur un segment [a; b] et soit k un réel compris entre
f(a) et f(b)alors La partie de la courbe représentative de f sur [@;b]coupe la droite d'équation

y =k au moins en un point

Exemple
Soit f la fonction définie par : f(x)=x> +3x?
= admet au moins une Solution sur le segment [-3;1]

1/ Montrer que I'équation f'(x)

2/ En déduire que la courbe (C f) coupe la droite d'équation y =— au moins en un point d'abscisse

|
{ e

appartenant au segment [-3,1]
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Corollairel
e f une fonction continue sur [a;b]

alors
e f(a)xf(b)<0

Remarque

I'équation f (x) =0 admet au moins

une solution dans Ja:b[

Si une fonction est continue sur un intervalle et les images de ses extrémités sont de signe opposés,

alors sa courbe représentative coupe 1'axe des abscisses au moins en un point dont I'abscisse
appartient a cet intervalle

Corollaire2

e f une fonction continue sur [a;b] L _
_ I'équation f (x)=0 admet une unique
e f strictement monotone sur [a;b] alors .
solution:a dans ]a;b|
e f(a)x f(b)<0

Exemple

Soit f lafonction définie sur R par: f (X) = X3 + X +1. Montrer que I'équation f (X) =0

admet une unique solution O dans l'intervalle ]—1; 0[.
Eneffet: T estcontinue et dérivable sur [—l; 0] et f '(X) = 3X2 +1. Donc T est strictement
croissante sur [—1; 0] ,en plus f (—1) =—let f (0) =1donc f (—1) x f (O) <0. D'ou,

d’apres le corollaire du TVI, I'équation f (X) = 0 admet une unique solution O dans ]—1; 0[

Corollaire 3
Soit f et 0 deux fonctions définies sur [a; b]et h 1a fonction définie sur [a; b]par ;
h(x)=f(x)—-g(x).

f et g continues sur [a;b] | I'équation f (x)=g(x)admet au moins une solution
alors
h(a)xh(b)<0 dans l'intervalle [a;b]

Corollaire 4

Soit f une fonction définie sur l'intervalle de la forme [a; +OO[ et K un réel.

e f continue sur [a;+oo[} I {péquation f (x) =k admet au moins
alors

ekef ([a;+oo[) une solution dans [a;+oo|

Sienplus f est strictement monotone sur [a; +oo[, alors cette équation admet une unique
solution o dans l'intervalle [a; +oo]
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Exemples

1/ f (X) =sinXx; g (X) = 2X —1. Montrer que I'équation f (X) =g (X) admet une unique

solution o dans ]0; +oo[

2/ f (X) — %2 + 2X —1. Montrer que 'équation f (X) = 0 admet une unique solution a
dans R

Méthode d’encadrement par dichotomie des solutions d'une équation de la forme f (X) =0_

On considére une fonction f continue et strictement monotone sur un segment [a; b] (a < b)
telle que f (a) x f (b) < 0. Dponc d’apres le corollaire du TVI il existe un unique réel
ce]a;b[ tel que f(c)=0.

a+b

On pose M = ,eton calcule f (m) On a deux cas possibles :

% f(a)xf(m)<0etdoncC€]a;m[
¥ f(m)xf(b)<0 donc CE]m;b[

On réitére ce procédé jusqu'a ce qu'on arrive a I'encadrement demandé. Ce procéde s'intitule la

2n

dichotomie . Apres n étapes on a un encadrement de ¢ d’amplitude

Exemple

Déterminer un encadrement a 6,25x107 prés de 2

Remarquons que 2 est 1a solution positive de 'équation x?-2=0.
On consideére la fonction f définie sur [1; Z]par - f (X) = X2 — 2. Lafonction f estcontinue et

strictement croissante sur [1; Z]et ona: f (1) =—let f (2) =2 donc f (1) x f (2) <0 par

conséquent 'équation f (X) = 0 admet une unique solution C = \/E dans ]1; 2[. Ona

f(1)<0et f(2)>0

a b m f(m) conclusion

1 2 15 0,25>0 l<e<l,5

1 15 1,25 —-0,4375<0 ,25<c<1,5
1,25 15 1,375 -0,109<0 1,375<c<1,5
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1,375 15 1,4375 0,066 >0 1,375<¢<1,4375

Enfin ona 1,4375-1,375=0,0625=6, 25 x 1072 Donc I'encadrement de ¢ 6,25%107% est
1,375<c<1,4375

V — Fonction réciproque d'une fonction continue et strictement monotone sur un

intervalle

Propositionl
Soit f une fonction définie sur un intervalle | telle que.

e f continue sur |

e f strictement monotone sur 'l

{f admet une fonction réciproque f
alors
e J="1(I)

définie sur l'intervalle J

Proposition2

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | telle que J = f(I).
Alors :

: . . -1 : . : :
% La fonction réciproque f  est continue et de méme monotonie que f surl'intervalle

J=1(D
23 (VXeJ)(VyeI),y:f‘l(x)<:>x:f(y)
s (vxel), f 1o f(x)=x
@ (VXeJ),fof_l(x):x

% La courbe représentative de f et la courbe représentative de f sont symétriques par
rapport a la premiére bissectrice c'est-a-dire la droite d'équation Y = X dans un repeére

orthonormé
Exemple
1
Soit f lafonction définie sur l'intervalle | = ]2, +oo[ par: f(X)= >
X —_

1/ Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f ~! définie sur un intervalle J

que I'on déterminera .

2/ a/ caleuler f(3) et en déduire f -1 (1)
b/ Déterminer l'expression de f_l(X) pour tout x de l'intervalle J
3/ Dresser le tableau de variation de la fonction f -1

- -

4/ Construire dans un méme repere orthonormé (O; I , j ) les courbes représentatives de f

10| https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.com/

2¢me BIOF PC Cours 1 : Limites et continuité S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.com

_+_

etde f -1

Corrigé

I/ona f(x)= !

x=2
Puisqueles fonctions x +— x =2 ; x — ~x —2 sont continues sur l'intervalle I et (‘v’x € 1); Nx=2#0

et [=]2,+o0]

alors la fonction f est continue sur [
~ : - : 1
De méme la fonction f est dérivable sur l'intervalle Ietona:(Vxel), f'(x)=-
2(x=2)v/x-2

Donc (Vx e ), f'(x)<0, par suite la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle I.

Alors la fonction f admet une fonction réciproque f° ! 'définiesur J = f (l) donc

J :} lim f(x); lim f(x)[:]0;+oo[.

X—>-+00 x—2"

2/a/ f(3)=1donc*f *(1)=3
b/ Soit xeJetyel;
onay=f(x)e f(y)=x

1
I =X
y—2
1
SYy-2=—
X2 i 1358
2x% +1 i
Sy=—7
X
2x% +1

Donc (VxeJ); f‘l(x):—2
X

VI — Fonction racine neve

Théoreme et définition
Soit n un entier naturel tel que n>2.

La fonction f ;X > X" admet une fonction réciproque f -1 définie sur R par:
-1 N Q/_ n , . . ) B ..
f (X) =/ X .Le nombre \/ X est appelé la racine n®**¢ou la racine d'ordre n du réel positif

X.

Propriétés

Soit n et m deux entiers naturels non nuls. Alors :

% (‘V’XERJr)(‘v’yeRJr);Q/;:Q/y@x:y
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<
>
m
ZS
+
g
>
>
N —
|
>
D
—
>

Proposition
Soit n un entier naturel telque n>2.

= La fonction

X = Ux est continue et strictement croissante sur R* et lim (‘/§ = 400
X—>+00

* Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions X' \n/ X et

X > X" lsont symeétriques par rapport a la premiere bissectrice c'est-a-direla droite
d’équation Yy = X.

Courbes des fonctions racine carrée et racine cubigue

f(x)=x* et T (x)=x; /=g

Puissance rationnelle d'un réel strictement positif

Définition
Soit peZ” , qeN" et x € ]0;+o0] et r=F
g

p

La puissance rationnelle du nombre réel X d'exposant I' est le nombre réel x"=x4 = \

xP
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1
En particulier : (Vn € N*)(VX € R+); Q/; = XN

Propriétés
(Vr € Q*)(‘v’r' € Q*)(Vn € N*)(‘v’m € Z*)(‘v’x € R+*)(Vy € R+*), ona:

° Xr>0
o X xx' :Xr+r’(xr)r :err';x_r':Xr—r etizx—r
X" X
1\Mm
n/.,m n n n/o \™

La persévérance mene au sommet
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