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I — Dérivabilité d'un fonction

1 — Dérivabilité d'une fonction en un point
1.1 Définition

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvertlet a € | .

Dire que la fonction f est dérivable en a signifie qu'il existe un réel L tel que
. f(x)=f(a . f(a+h)-f(a
lim () ()ZLoullm ( ) ()

X—a X—a h—0

dérivéede f en a»etestnoté f '(a)

= L .Ce nombre L est appelé « le nombre

Remarque

f est dérivable en a <> lim f (X)_ f (a) = f '(a) (OU f '(a)eR)

X—a X—a
Exemple
. y . sin -
o lafonction sinus est dérivable en 0 car lim —— =1 etona Sin (0) =1

x—=>0 X

; X
o Lafonction racine carrée n'est pas dérivable en 0 car lim — =+
x—0 X

1.2. Intesprétation.graphique du nombre deérivé

Définition
Soit f une fonction dérivable en un réel @, et soit (Cf ) sa courbe représentative dans un

repere.

—

T) d’équation : y = f '(a)(x—a)+ f (a) est la tangente & (Cf ) au point

Alai T (a))

La droite

Exemple
Soit f lafonction définie sur R\{-2} par: f (x)= 3 +21.
X+

a/ Montrer que f est dérivable en X, =0 et calculer f '(0)

b/ Déterminer 1'équation réduite de la tangente (T ) a la courbe (Cf ) au point d’abscisse

1.3. Approximation d'une fonction continue en un point

Définition
Soit f une fonction dérivable en a .

La fonction affine g définie sur R par: g(x)=f'(a)(x—a)+ f(a) est une approximation

affine de la fonction f au voisinage de @ et on peutnoter: f (a+h)=hxf'(a)+ f(a)

1] https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.com/

2 BIOF SECO Chapitre 2 : Dérivation des fonctions S. EL JAAFARI
https://www.dimamath.com

Exemple
Déterminer une approximation affine de /9,04

Posons f'(x)= Jx,a=9 et h=0,04 .0n montre facilement que £'(9) :% ;comme
fla+h)=f(a)+hxf'(a) alors f(9,04)=f(9+0,04)= f(9)+0,04x f'(9).D'otr /9,04 = 3,067
1.4. Relation entre continuité et dérivabilité en un point

Proposition
Toute fonction dérivable en un réel a, est continue en a

Remarques

1/ La réciproque de cette propriété n'est pas vraie en général.

(1) .
En effetsi f (X) = XSIﬂ(—j sixz0et f (0) =0, alors f st continue en Xy = 0 maiselle
X

n'est pas dérivable en Xy = 0.

2/ Siune fonction n'est pas continue en un réel a, alors elle n'est pas dérivable en a .
2 — Dérivabilité a droite — Dérivabilité a gauche en un point

Définitionl

Soit f une fonction définie sur un intervalle | = [a; a+ a[ ‘oUaeReta>0.

Dire que f. est dérivable a droite en a signifie qu'il existe un réel L tel que:
. f(x)—f(a
jim Ui P (B2
x—a" X—a

Le nombre réel L est appelé « le nombre dérivé de f adroite en @ »etest noté fd '(a).

Définition2

Soit f une fonction dérivable a droite en @ et (Cf ) sa courbe représentative dans un repére

-

orthogonal (O; i, J )

y="1q4'(a)(x-a)+f(a)

La demi-droite (Td ) d’'équation { est appelée la demi — tangente

a la courbe (Cf ) a droite du point d'abscisse a

Définition3
Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a —Ql, a] ouaeReta>0.

Dire que la fonction f est dérivable a gauche en @ signifie qu'il existe un nombre réel L' tel

que tim ) =F@) o flarh)-f(@)_,.

X—a X—a h—0

Le nombre réel L' est appelé « le nombre dérivé de f a gauche en @ » et est noté fg (a) :
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Définition4
Soit f une fonction dérivable a gauche en a (a € R) et (Cf ) sa courbe représentative dans un

- -

repeére orthogonal (O;i v )

=f' - f
La demi-droite (Tg ) d’'équation {y - (a)(x a) i (a) est une demi-tangente a la courbe
x<a

(Cf ) a gauche du point d’abscisse a .

Proposition
Soit f une fonction définie sur un intervalle. l et a e | .

f ‘dérivable a droite en a
f dérivable en a << f derivable a gauche en a

Fa(a)=17(a)

Exemples
Etudier la dérivabilite en a des fonctions suivantes et interpréter le résultat graphiquement.

= x? sin 1 ‘X
Ja=2. 2/ f(x):\/2+xcos(1tx) sz —==1. 3/ f(x)— (x] i pa=0
£(0)=0

1 f(x)=|x-2

Interprétation graphique des nombres dérivés

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et a € | et soit (Cf ) sa courbe représentative dans

un repere orthonormeé (0; f]) )

\ (T)

[ fla) - "----—-------...,.._45“
' : :
‘ : ‘ ¢ ! ;1‘ ? : 1 3 ‘
a
Si lim M:f'd (), alors la courbe Si lim sz'g (a) alors la courbe (Cf)
x—a" xX—a x—a XxX—a

(C f) admet une demi - tangente (7') a droite du admet une demi - tangente a gauche du point
point A(a; f(a))d'équation : A(a, f(a))d’équation :
{y=f'd<a><x—a>+f<a> {y=fg<a><x—a)+f<a>

x<a
x=a
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/ r( 'f
f@) o} 0
A 1
1 2 » ‘
f(a) ‘ ? j
Sl o
lim, f(x)-1(a) = 1",(a)
Xx—a X—a
| fx)=f(a ,
/", () walots la courbe (Cf) St fim : x_a( ):f (a) , alors la courbe
Sa(a)=1"y(a)

deux demi - tangentes au point 4 (a; f (a)) .On dit

que le point 4 (a; f (a)) est un point anguleux

(Cf) admet une tangente (7') au point
A(a; f (a)) d'équation: y = f'(a)(x—a)+f(a)

N AGRAG)

X—a

=400 ou lim

x—a* x—a~ xX—a

alors la courbe (C f) admet une demi - tangente

verticale orientée vers le haut a droite du point
A (a;f(a)) ou a gauche du point A(a;f(a))

/(x)-7(a)

X—a

Sy [0)-1(@)

xX—a X—a

=—o0ou lim_ =40,

x—>a
Alors la courbe (C f) admet une demi —
tangente verticale orientée vers le bas a droite
du point 4(a; f(a))ou a gauche du point

A(a;f(a))

3 — Dérivabilité d'une fonction sur un intervalle

Définition

« f dérivable sur Ja;b[ < f dérivable en tout élément de ]a;b]
« T dérivable sur ]a;+oo[ < f dérivable en tout élément de ]a; +oo[
« f dérivable sur |—oo;b[ < f dérivable en tout élément de ]—oo;b]
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f dérivable sur R < f dérivable en tout élément de R

*

. f dérivable sur |a;b|
« f dérivable sur [a;b[ < - o
f derivable a droite en a
. f dérivable sur |a;-+oo
« f dérivable sur [a;+oo] < . o
f dérivable a droite en a

. f dérivable sur |a;b|
« f dérivable sur Ja;b] < - k
f dérivable a gauche en b
. f dérivable sur |—oo;b|
« f dérivable sur |-o;b] < | \
f. dérivable a gauche en b

f dérivable sur |a;b[

*

f dérivable sur [a;b] < 1 f dérivable a droite en a
f dérivable a gauche en b

Propositionl (Dérivabilité des fonctions usuelles sur un intervalle)

< Toute fonction polynome est dérivable sur chaque intervalle de R
% Toute fonection rationnelle est dérivable sur chaque intervalle de son domaine de définition

% Lafonction X > /X est dérivable sur chaque intervalle de ]0; +oo[

% Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur chaque intervalle de R

Proposition2 (Opérations sur les fonctions dérivées)

Soit f et ( deux fonctions définies sur un intervalle | et a et b deux réels.

f + g derivable sur |
f x g dérivable sur |

af +bg derivable sur |

f dérivable sur |
o alors
g dérivable sur |

-

f dérivable sur | L dérivable sur |

= g dérivable sur I ‘alors < ?
vxel):g(x)=0 — dérivable sur |
(vx<1):9(x) F

Proposition3 (Domaine de définition et domaine de dérivabilité)

Soit f et 0 deux fonctions usuelles définies et dérivables respectivement sur Df , Df .

Dg et Dg- et soit a et b deux réels .

h D, D,

axf+bxg D¢ N Dy D¢ N Dy
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D; nDy n{xeR/g(x)=0}

D nDy n{xeR/g(x)=0}

I
g
/7

D n{xeR/f(x)=0

D; n{xeR/ f(x)>0}

Exemples

Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes :

sin x

f(x):\/;—l'

2
: Q(X)=3);2+—);_22 ; h(x)=vx*—7x+6

4 — Fonctions dérivées

Définition

Soit f une fonction définie et dérivable:sur un intervalle | .

La fonction X — f '(X) définiesur | , est appelée la fonction dérivée de la fonction f et est

notée f'

Tableau des dérivées.des fonctions usuelles

f () D; f'(x) D;
k (constante) R 0 R
X R 1 R
x" (n>1) R nx"?t R
1 k 1 *
| R Y R
X X
1 « n
F (neN) R’ N N R
1
0; +o0 — 0; 40
Jx 0+ T Jo
COoS X R —sin x R
sin X R COS X R

Regles de dérivationl

Soit Uet Vdeux fonctions définies respectivement sur Du et DV et dérivables respectivement sur

D, et D, etsoit A € R*

f D, £ D;.
u-+v D, N D, u'+v' D, N D,
AU D, AU’ D,
uxv D, ND, U'xv+uxv' D, N D,
1 D, \{xeR/v(x)=0} —V—2 D, \{xeR/v(x)=0}
v v

6|
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Y |p,~D, \{xeR/v(x)=0} u'><v—2u><v' D, D, \{xeR/v(x)=0}
Vv Vv
5 — Dérivée de la composée de deux fonctions

Propositionl

Soit T et § deux fonctions et @ un réel tels que @ € D; et f (a) eD

* f dérivable en a e go f dérivable en a
* g dérivable en f (a) qor, (gof)(a)=g'f(a)lxf'(a)

g

Proposition2

Soit f et g deux fonctionset | et.J deux intervalles de R tels que | — D¢ et J  D,.
- f dérivable sur |

- g dérivable sur J ¢ alors

{* g o f dérivable sur |
- f(l)cd

“(vxel)i(ae 1)) =g TF (V< ')

Corollairel

Soit U une fonction définie sur un intervalle | et soit f et g les fonctions définies sur | par:

f(x)=(u(x))" et g(x)= !
(x)=(u(x)) 9()(u(

ouneN".

n

« u dérivable sur | - f dérivable sur |
/ Si alors /)
o -(Vxel):U(X)io} L (Ixe ) £r(x)=nx(u(x))T xu'(x)
* g dérivable sur |
b/ i * U derivable sur | lors nxu'(x)
1 *(Vxel)u(x)=0 x(Vxel);g'(x)=——%
(u(x))
Corollaire2

Soit U une fonction définie sur un intervalle | telle que : (VX el );u (X) >0 etsoit f la
fonction définie sur | par: (vxel); f(x)=,/u(x)

o f dérivable sur |

S - U dérivable sur 1 | u'()
! - (vxel)u(x)>0 alors - (vxel); f'(x)=
21/u(x)
Corollaire3

Soit aet b deux réels tels que @ # 0. Les deux fonctions X — cos(ax+b) et x — sin(ax+b)

sont dérivablessur R etona:

71
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+ [ cos(ax+b) |'=—axsin(ax+b)

+ [sin(ax+b)]'=axcos(ax+b)

(VXER);{

Exercice

Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes puis calculer leurs
fonctions dérivées :

F(X)=v2x73 5 9 (X) = VXE—Bx+4 /i(x) = (2x+5)*: j(X) = —2— /h(x)=—=

k (x)=3sin(mx)—2cos(nx)

Regles de dérivabilité 2

Soit U et vV deux fonctions définies respectivement sur D, et D, et dérivables respectivement sur
D, et D,etsoit neN".

f(x) D, f'(X) D,
uov(x) Dyn{xeR/v(x)eD,} | u'[v(x)]xv'(x) |D.a{xeR/v(x)eD,}
[v(x)]n D, nx[v ]'H xv'(x) D,
[v()lc)]n Dvm{xeR/v(x);tO} [”XV)SM)1 Dv,m{xeR/v(x);tO}

u(x) Dum{xeR/u(x)ZO} 2\/—) Du,m{xeR/u(x)>0}

u(ax+b) {xeR/ax+beDu} axu (ax+b) {xeR/ax+beDu'}
sin(ax+b) R axcos(ax+b) R
cos(ax+b) R —axsin(aerb) R

6 — Dérivée de la fonction réciproque

Propositionl

Soit f une fonction qui admet une fonction réciproque f ! définie l'intervalle J = f (I )et
acleth= f(a).Ona:

» SI

1 gz
. f dérivable en a} - " derivable en b
alors

 £1(a) %0 (1) (b)= f%a)

* £~ dérivable sur J = f (1)

*(VXGJ);(fl)'(X)zm

=+ f dérivable sur |
» S alors

x(Vxel); f'(x)=#0

Proposition2

‘ Soit ne N*, r € Q" et u une fonction définie sur un intervalle I

8 |
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. 1Y n/,n-1

* * N X
» Lafonction X +— VY X est dérivable sur R* etona: (VX eR” );(\n/ X) =l X" | =
n

N « la fonction x — Q/u(x) estdérivable sur |
- u derivable sur |

S ;u(x)> alors (u ()" xu'(x
(e Du(x) o} ey O )

n

= Lafonction X — X' est dérivable sur R**etona: (VX € R+*);(Xr) —rxxt

= Si

1

# (Vx e I);[{u(x)}q —x[u(x)] " xu'(x)

. r L.
« u dérivable sur | } | + L afonetion x — [ u(x)] est dérivable sur |
alors

*(Vxel);u(x)>0

Regles de dérivationd

Soit U une fonction définie sur D, et dérivable sur D, neN*,peZ" et g e N

f(x) Df f’(x) Df'
l +* 1 %_1 +k
(l/;:xn R ;X R
e
o7 R™ Pocat R+
Sip>0,'Dum{xeR/u(x)20} )
P £
q - q Polu(x)]e xu'(x D, N{xeR/u(x)>0
EOIECIN rrmrmrsrrs B S D VA |

II — Applications de la dérivation
1- Dérivation et monotonie d'une fonction
Propositionl
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.
* f estune fonction constante sur 7 < (Vx e /), f'(x)=0
* f est une fonction croissante sur 7 < (VxeI); f'(x)>0
* f est une fonction décroissante sur 7 (Vx el); f'(x)<0
¢ (vxel); f'(x)=0
#* ¢ L'équation f (x) =0 admet un ; alors la fonction f est strictement croissante sur |
nombre fini de solutions dans |
a(Vxel); f'(x)<0
# & L'équation f'(x)=0admet un (alors la fonction f est strictement décroissante sur |
nombre fini de solutions dans |
Exercice
9| https://www.dimamath.com
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Etudier les variations des fonctions suivantes et dresser leur tableau de variation :

1
3x-2 2 +x+1 P “(x)= x—1-—;x2>1

= 3_7 6, = : h = k =4/1 2 : 4
Slx)=x=Tx46 g(x) 2x+1 (x) 2x+1 (x) o (x) J5-x-2
u(x)=—;

x—1

x<l1

2 — Dérivation et extémums d’'une fonction

Proposition
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert | et ae 1.

o Si f admetun extrémumen a,alors f'(a)=0

%k f' a :O . z
( ) ) ) alors la fonction f admet un extrémum en asur |
* la fonction f'change de.signe en a sur |
Remarque

Si f'(a)=0, on ne peut pas conclure que f(a)est un extrémum de f «Eneffetsi f(x)=(x —1)3 +3

ona f'(x)=3(x- 1)2 et /'(1)=0.Comme la fonction f est strictement croissante sur R ona:
£(0)< f(1)< f(2)donc f(1)=3n'estpas un extrémumde f sur R.

3 — Dérivatien d'une fonction et convexité

Définition
Soit f unefonction dérivable sur un intervalle I et (C f) sa courbe représentative dans un

repere orthonormeé.

* Dire que la fonction f ou que la courbe (C ’ ) est convexe surl signifie que (C f) est située
entierement au-dessus de chacune de ses tangentes.
= Dire que la fonction f ou que la courbe (C f ) est concave sur I signifie que (C f) est située

entierement en dessous de chacune de ses tangentes .

Proposition
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle L.

4+ Lafonction f ou sa courbe (C f) est convexe sur I si, et seulement si, sa fonction drivée /"
est croissante sur I.
4+ Lafonction f ou sa courbe (C f ) est concave sur I si, et seulement si, sa fonction dérivée

f'est décroissante sur L.

Corollaire

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et sa fonction dérivée 7’ est
dérivable sur I, on note sa dérivée seconde par /.

e Lafonction f ou sacourbe (C f) est convexe sur I < (‘v’x el ); f (X)

(\Y

0
0

e Lafonction f ousa courbe(Cf) est concave surI < (VX el ); f "(X)

IA
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Définition
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et (C f ) sa courbe représentative.

Dire qu'un point A de la courbe (C f ) est un point d'inflexion signifie que la courbe (C f)traverse

sa tangente en ce point .

Conséquences
Soit f une fonction définie et deux fois dérivables surlet a € |

= SiA estun point d’'inflexion a la courbe (C f ) alors la courbe (C f) change de concavité

en A.
» Silafonction dérivée f'change de sens de variation en a, alors la courbe (C f) admet un

point d'inflexion d’abscisse a.

» Silafonction dérivée seconde f"”s'annule en a en changeant de signe en a, alorsla
courbe (C f) admet un point d'inflexion d’abscisse a.
» Silafonction dérivée f's'annule en a sans changer de signe en a, alors'la courbe (C f)

admet un point d'inflexion d’abscisse a.

Exercice

Soit f la fonction définie par: f(x)=(x+ l)m , et soit ( C ) sa courbe représentative dans un
repere orthonormeé (O; f]) .

1/ Etudier la dérivabilité a droite en x, =1et & gauche en x, = -1 et interpréter ses résultats

graphiquement.

2/ a/ Déterminer le domaine de dérivabilité de la fonction f et calculer /'(x)

b/ Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation

(207 -2x-1)
3/ a/ Montrer que :(Vx € ]—oo;—l[ U ]1,- +oo[);f”(x) S
(x - 1) x* -1
b/ Montrer que la courbe (C f) admet un point d'inflexion dont on déterminera les

coordonnées

c/ Etudier la concavité de la courbe (C f)
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