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I - Ensemble des nombres complexes
1 - Vocabulaires et notations

Théoreme : (admis)
Il existe un ensemble, appelé ensemble des nombres complexes et noté C,
vérifiant les propriétés suivantes :

= RcC

» ]l existe dans C un élément noté i tel que : i* =-1

* L’ensemble C est muni d’'une addition et d’'une multiplication, qui vérifient

les mémes propriétés que 1’addition et la multiplication dans R
* Tout élément z de Cs’écrit d’'une facon unique sous la forme a+ibou aetb

sont deux réels. Autrement dit :(Vz e C)(H!(a;b) € Rz);z =a+ib

Définition_
e L’écriture z=a+Ib ou a et b sont deux réels, est'appelée I’écriture

algébrique ou'la forme algébrique du nombre complexe z
e Leréel a estappelé la partie réelle du nombre complexe Z et est noté Re(z)

e Leréel b estappelé La partie imaginaire du nombre complexe z et est noté
Im(z)

e Lorsque Re(z)=0et Im(z) #0, le nombre complexe z est dit imaginaire pur
(on note aussi que z €iR)

Remarques
e Ona: NaZcQcRcC

. (C:{z=x+iy/(x,y)eIRi2}

Proposition
Soit z=a+biet z'=a'+b'i deux nombres complexes tels que a,b,a'etb'sont des
réels. Alors :

. |a=a’
» 1=7'S

b=b'
a=0

» 7=0&
e

» zeReb=0

. a=0
» 2eclRe
{b;ﬁO

Exemples:
Déterminer les réels X et y tels que :

1) Xx=2+i(2x+y-1)=0; 2x+y-1+i(x+1-2y)=0; 3—-2x+5i=2-i(y+3) ;
2X+3+i(y=-5)eR; x2—4+i(x2—x—-2) iR

2 - Régles de calcul dans C
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Proposition 1
Soit a,a’,b,b'et k des nombres réels. Alors :

(a+ib)+(a+ib)=(a+a")+i(b+b')
(a+ib)x(a'+ib’)=(aa'-bb")+i(ab'+a'b)
k(a+ib)=ka+ikb

Sia+ib#0(c—a-d:a=0oub=0)alors 1_ _a-ib
a+ib az+b?

Proposition 2
Soit (Z,Z')e(C2 etneN,ona:

-4 4n+l _ : -4n+2 4n+3 H
. n:1|”+—|,|n+ ~leti"™=-i

- (z+2' ZC" 252" et (z—z')Z::C,'f(—l)”"‘z"z""k

n Z”_Z Z—Z (sz n— kj 2n+1_zu2n+1 Z+Z (ZZ ( 1)2nk 12n- kj

Remarque:

Tous les caleuls que I'on peut effectuer dans R, on peut les effectuer de la méme

maniere dans C, sauf ce qui est lié a la relation d’ordre qui ne s’applique pas dans
C

3 - Représentation géométrique d’un nombre complexke

Théoreme et définition

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O;U,V).

e A chaque nombre complexe z=a+1ib ou (a,b) e R?, correspond un unique
point M (a,b) du plan. Le point M (a,b) est appelé 'image de z=a+ib, on le
en général M (z)

o A chaque point M(a,b) du plan ou (a,b)eR?, correspond un unique
nombre complexe z=a+ib, appelé I’affixe du point M (a,b) et est noté z,,
ou aff (M)

8 EE s A EL AL e EELZ o » M (x + 1y)

oM

Vocabulaires:
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* Le plan rapporté au repere orthonormé direct (O;U,\?) est appelé le plan complexe

* L’axe des abscisses est appelé I’axe des réels
% L’axe des ordonnées est appelé I’axe des imaginaires
Définition

Soit A(z,), B(z)et C(z.) trois points du plan complexe et | le milieu du
segment [AB] et G le centre de gravité du triangle ABC. Alors :

. . Z,+172
o L’affixe du point | est le nombre complexe z, =—* 5 =

. . Z,+7Z,+1Z
o L’affixe du point G est le nombre complexe z, :A#BC
o L'affixe du vecteur AB estle'nombre complexe z . =27;-7,

Propositionl
Soit u er v deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z; et z; et a et B deux réels.
Alors :

" U=V ez

aﬁ”(
. aff((xﬁ+[3\7):axaﬁ"(ﬁ)+Bxaff(\7)

Proposition2
Dans le plan. complexe, rapporté a un repere orthonormé direct (O;ﬁ,fz), on
considere les points A, B, C et D d’affixes respectives z,,z,,z- et z;,. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

= ABCD est un parallélogramme

» AB=DC

= AD=BC

- AC=AB+AD

= Les diagonales [AC] er [BD]ont le méme milieu

Exercice

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O0;u,v). On consideére les
points A, B, C et D les points d’affixes respectives z, =1-i,z,=3+i,z.=3i et z;, =-2+i
1/ Placer les points A, B, C et D dans le repere (0;,u,v)

2/ Montrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme

3/ Soit I et J les milieux respectifs des segments [AD] et [4C]. Déterminer les affixes
de I et de J.
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Proposition 3
Soit U et V deux vecteurs non nuls d’affixes respectives Z; et Z; et soit

A(ZA), B(ZB), C(ZC) et D(ZD) des points du plan complexe distincts deux a
deux. Alors :

. N o Z\7
» U et V sont colinéaires < —~ e R
Z;
. . , ZB - ZA
» Les points A, B et C sont alignés < ——> e R
Ic =1,
. ) Ip — Z¢
= Les droites (AB) et (CD) sont paralleles < ———=elR
Zg —Z,

Exercice
1/ Soit u et v1es vecteurs d’affixes respectives z, =6+4i et z; =3+2i. Etudier la

colinéarité des vecteurs i er v
2/ Soit M(4i),.N(4) et P(6-2i) trois points du plan complexe. Montrer qu’ils sont
alignés.

Proposition 4
Soit 4(z,).B(z;).C(z¢) et D(zp) quatre points du plan complexe tels que

z,#zg et zp #2y, . AlOrs :

1/ Le triangle ABC est rectangle en A < 20T R ZCEA oy imaginaire pur
Zp %4 Zp NP4

2/ Les droites (4B) et (CD)sont perpendiculaires < 7% jp
Zg —Zp

Il - Conjugué d’un nombre complexe

Définition
Soit z=a+ib ot (a,b) e R*.

Le conjugué du nombre complexe Z=a +1b est le nombre complexe Z =a—1b

Proposition 1

Soit Z e C. Alors :
7+7

Re(z) =

n
3
—~
N
~
Il
I

><7(Re(z))2 +(Im(z))2

4 | https://www.dimamath.com
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Proposition 2:
Soit Z e C. Alors :

» ZeR (zestunréel) < Z =72

= zeiR" (z est un imaginaire pur) < 7 = -2

Proposition 3:
Soit (Z,Z')ECZ, neNetAelR. Alors: |Soit Ze C", Alors :

- (z+2)=z+2' (1)1

sz'):ExZ_' 7

[ ]
—

rzZ)

| ] | ]
—_
N
S
~—
Il
—_——
>N
N T S
]
N_|N
N
[l
N_||N|

7 14

Exercice 1

1/ Déterminer les conjugués des nombres complexes suivants :
2 =342i; )= 5i-2; 2, =3i+6; 2, = (1-2i) ; z5 = fff ; 24 =3i(\3 -2i)-2(i-2)
— 2zl

2/ Résoudre.dans C, les équations suivantes :
a/(2+3)z=0=2i ; b/ 2z +1+3i=3z—i+2 ;c/22—(2—i)Z 41-2i=0 ; d/ 222

2—iz

=3+i

e/ (2z-3+iz+5i)((1+3i)z-22 +2i)=0

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0,u4,v).

1/ Déterminer et construire, I’ensemble des points M d’affixe z tels que z+z=2.
2/ Déterminer et construire, I’ensemble des points N d’affixe z tels que z-z =4i
3/ Soit a et b deux réels tels que »#0. On pose

Z=(a+bi)" +(a—bi)" et Z'=(a+bi)' —(a—bi)" o neN. Montrer que Z est un réel et que
Z’ est un imaginaire pur.

Remarque

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe. Soit
N(Z), P(-z)et Q(-Z), alors M (z)et N(Z)dune part et P(—z) et Q(—Z ) d’autre part
sont symétriques par rapport a I’axe des réels

51
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Proposition 4
Soit P(Z) un polynéme a coefficients réels et oo € R. Alors:

- P()-P(2)

+ P(a)=0oP(3)=0

Exercice
Soit P(z)=z*-22"-22"+2z+10
1/ Vérifier que les nombres complexes z =1+i et z, =2+isont des racines de P(z)

2/ Déterminer toutes les racines de P(z)

IIT - Module d’un nombre complexe

Définition
Soit z=a+ib un nombre complexe tel que a et b sont des réels.
On appelle le module du nombre complexe z, le nombre réel positif noté |Z|

défini par : |z|:\/z><7 =+a’+b?

Proposition.l

= (VzeC);lzleR?

= (VzeC);|lz|=0<2=0

= SizeR' alors|z|=2e(z) etsi zeR" alors|z|=-2e(z)

= SizeiR" alors |z|=7m(z) etsi zeiR™ alors |z|=—Jm(z)

= Soit Z=X+iyou X et Yy sont des réels ; alors |Z|2 =IxT =X +Y°

7' I1'XZ I%7
= Soit z et z'’deux nombres complexes tels que z=0. Alors — = =

7 IxT 12I*

Interprétation graphique du module d’'un nombre complexe
Soit z=a+ib ol (a;b) e R* un nombre complexe

et soit M(z)son image dans un repére orthonormé

direct (0,i,%). On a |z|=+/a’ +b* et OM =+/a’ +b*

donc OM =|z.
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Proposition
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;U,\7), on considere les

points A(z,)et B(zy). Alors:
- on-jo-
* ABzHNBﬂzPB —2,

Exercicel

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (0,-e1,e2) .Déterminer et

construire I’ensemble des points M d’affixe z vérifiant :

1/ |z|=2 5 2/ |z—1+3i|:% o 3/E+2-i|=35 4/ |2z—4-3i|=4 ; 5/ ||=]z-2] ;
6/ |z—2+3i|=|z+1-2i| 7/ |z+3—i|=|z-2i| ; 8/ |2—5i+3z|=|2i4+3-3z| ; 9/ Z—_ieiR
z+
10/ 2Z_ieR
z+1
Exercice2

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (0;4,v), on considere les
points A, B, C et D d’affixes respectives
zg=2+i gz =243 2 = —i ;2 =1EDVBH(1B)i et 7= B

1/ Montrer que le triangle ABC est isocele
2/ Montrer que le triangle BCD est équilatéral

Zp a2y

3/ Donner I’écriture algébrique du nombre complexe Z = , et en déduire la

Zp T4
nature du triangle ABE

Propriétés

Soit z et z' deux nombres complexes. Alors :
= Re(z)<|Re(z)|<|zet Im(z)<|Im(z)[<]|
. |Z><Z'|:|Z|><|Z'|

- . z
+ fel=tal=la -l [}
i)
- |7f =[7*|=2x1 etz=1"-
= |2"|=]7] (neN)
= Sizz0,ona: |2"|=]z' (neN)et F:|1|n (neN)
z
= Siz#0,o0ona: —:m
zl |

7|
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= Si|z|]=1 alors Z :%

= SikeR",ona:lkxz|=kx|z|et|-kxz|=kx|z]
= |z+2z]<|z|+|z] (Iinégalité triangulaire des nombres complexes)

k=n k=n
= En général: |> z,|< Z|Zk| pour tout entier naturel n et pour tout nombre
k=0 k=0

complexe 7, z,,..., Z

n

IV - Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

1 - Argument d’un nombre complexe non nul

Définition

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;U,V) .Soit z un
nombre complexe non nul et A/ son image dans le plan complexe.
On appelle argument de z et on note arg(z), toute mesure de I’angle orienté

(@.0M).
Remarques
e Si 0 est.une mesure de I’angle orienté (ﬁOT/[) alors 0+ 2kw, ou K €Z, est aussi
une mesure de ’angle orienté (ﬁOTW)
e Si 0 est une mesure de I’angle orienté (ﬁO—M) On note arg(z) =0+ 2knouk eZ
ou arg(z)=6[2n].
e En général, on prend 0 e ]—n,n] (mais ce n’est pas obligatoire)
e Le nombre complexe O est le seul nombre complexe qui n’a pas d’argument
—~ . —
-
8| https://www.dimamath.com
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Proposition 1
Soit z=X+iy un nombre complexe non nul tel que (x,y)eR? —{(0,0)}, alors il

cos0 =
| | , X+y°
existe au moins un réel 0 tel que ou argz=06[2n]
sing=—3
X2+ y?

2 - Forme trigonométrique d'un.nombre complexe non nul

Théoreme et définition
Tout nombre complexenon'nul z, s’écrit sous la forme /z =|z|(cos®+isin®) ou 6
est un argument de 'z.

L’écriture z=|z|(Cos@+isinB) est appelée écriture trigonométrique ou forme
trigonométrique du nombre complexe z

On la note aussi: z :[|Z|,9]

Définition (eoordonnées polaires)

Soit z e C* d’image le point M dans le plan complexe rapporté a unrepére
orthonormé direct (O,0,V), tel que r =OM et argz =6[2x].

Le couple (r,@) est appelé le couple de coordonnées peolaires du point M par
rapport a I’axe polaire (O,U)

Proposition 2

Z|=r
Soit ze C” tel que z:r(cose+isin9)ou r>0, alors | |
argz=0[2n]

Proposition 3
Soit ze C". Alors :

» zeR'<argz=0[rn]<argz=kn, keZ
» zeR, <argz=0[2n|<argz=2kn, keZ
* zeR’ <argz=n[2n|<argz=n+2kn, keZ

& zei]R*<:>argzEg[n]aargz:g+kn,keZ
ek T T
X 2elR+<:>arngE[2n]<:>argz:§+2kn, keZ

@+ zeiR" <argz z—g [2n]<argz :_ng 2kmt, keZ

9]
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Exercice
Déterminer I’ensemble des points M (z) d’affixes z tels que :

1) Imz=0 Imz<0
2) Re(z2)=0 & Re(z) =0

Imz=0
3)
{Re(z) >0

Méthodes pratiques

® Méthode 1:
Si z=a+ib o (a,b)eR*-{(0,0)} Cose:%
1- On calcule |Z| =+/a2+Db? “ab+b
2- On détermine O R tel que sin@ = m
@ Méthode 2:
Z=X\(C0sO+isinO
e Si ( N )alors z=[1,0]
A>0
_ |z=A(cos0+isino)
e Si alors z=[-1,0 + ]
A <0
Exercice

Déterminer une forme trigonométrique des nombres complexes suivants :

2,=2+2i
' Z, = —Zl(cos(—ﬁj + isin(—ED
z,=-3+i/3 6 6

2n . . 2n
Z,=2 cos?+|sm?

Proposition 4

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que z=[r,6] et z'=[r",6'].
Alors :

. {|7|=|Z| o
** et Z —[F,—G]

argz =—argz[ 2]

=l _

X et —Z—[F,TE+9]
arg(-z) =n+arg z[2n]

) {IZXZ'I=IZIXIZ'I

et zxz'=|rxr'argz+argz'
arg(zxz')=argz+argz'[2n] [ : 97

10 | https://www.dimamath.com
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Z? =argz'-argz [2n]

n n

2" =|z|
R et Z”:[r“,nxej(neN)
arg(z”)znxargz[Zn]

» Si Vke Ln ,z,=[r.6 ]ourg>0etH, eR. Alors:

k=n k=n
kzlz k 1|Zk| k=n k=n k=n
et sz:[ fk'zek}
= S k=1 k=1 k=L
o[ | = Saro(z) [20]
Remarque

Si z et z' sont deux nombres complexes non nuls tels que z+z'#0. Alors 1’égalité
arg(z+z")=argz+argz' est fausse généralement

Exercice
Ecrire sous la forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

Z, =(\/§— i)(2+ 2i)(cosa+isina)
:(\/§+\/§i)(2— 2\/§i)(cosoc— isina)

. T .. T 2n . . 27
Z,=2l| COS=+ISIN= || COS— —1SIN—
7 7 5 S)

3 - Mesure d’angle de vecteurs et agument des nombres complexes
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;U,\?)

Propositionl
Soit Wett deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z, et z. et soit

A, B, C et D des points du plan complexe d’affixes respectives z,, z;, z. et z, tels
que A=zBetC=D. Alors:

< (0,W)=arg(z,)[2n]
o (Uﬁ) =arg(z; —z,) [27]

11| https://www.dimamath.com
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.:. (w,f)zarg(z—;j [27]

2 (E,CD) arg[

s

B

Proposition2
Soit Wett deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z, et z; et soit

A, B, C et D des points du plan complexe d’affixes respectives z,, z;, z. et z, tels
que AzBetC=D. Alors:

R/

- - . Z: Z.

» Wett colinéaires < arg(—t) = 0[75] < —LelR
‘ z

w

W

R/
L 4

Z Z- i, —1
AB)||(CD) < L2 __Ci=0[n|e=2—SeR
(AB)II(CD) arg[ZB_ZAj [re e

X/
X4

L)

Z.

» Les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques <

Vvifaarg(f] 2[n]<:>z—e|R

°

(A& (CD) = rg| 2=

K/

l~—17 Z~—7
IC A+ C DER
ZB_ZA ZB_ZD

Proposition3
Soit A, B, C et D des points du plan complexe d’affixes respectives z,, z;, Z. €t z,.
Alors :
< ABCD est un parallélogramme < 7, -7, =7, -7,
2,—-2,=12. -1,

% ABCD est un rectangle <
arg| 2—4 =—[71:]
2, -7,

Zg—1,=1c—1p Ig—Z,=1.—1p
% ABCD est un losange < ar [ZD_ZB)_E ] 9125 — 2, _1
Z.—12,) 2 2z —Z,

2, —2,=12.—1p

% ABCD estun carré 4z, —2z, [1 N n}
)

lg — 1,

12 | https://www.dimamath.com
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Proposition4
Soit A, B, et C des points du plan complexe d’affixes respectives z,, 7, et z.. .

Alors :

, o 2. -1,
% A B,etC sontalignés < —=—2cR

Zg —Z,
o : . > Lc —Z,
< ABC est un triangle isocéle en A < |=—2|=1 < |z, —z,| =z, — 7,|

Z,—1
B A

< ABC est un triangle équilatéral < |2. —2,|=|z, — z,| =]z — Z]

|Zc N ZA|:|ZB - ZA|

A Ze —Zp|_4T
e tAl=42]2
arg(ZB_ZA] 3[ n

X/
*

Z. —1
% ABC est un triangle rectangle en A < arg (u} = E[Tc]

2,-2,) 2
Zc — 1, -1
\ Zg =7,
% ABC estun triangle rectangle et isocele en A <
Z.—Z T
arg[uJ E—[TE]
i Z,—2, ) 2
7. =1 i
oA
Zg =17,

V - Notation exponentielle d’un nombre complexe non nul

1 - Forme exponentielle d’un nombre complexe
Définitionl

Soit O R. On note €' le nombre complexe de module 1 et d’argument 6,
autrement dit : €'° =cos@+isin®
Exemples
e e =cosm+isint=-1
J3 o1

i T .. T .
e €6 =cos—+iSIN—=—+ =1
6 2

iE m . . T .
e € ZCOS§+|S|n—=|

.3n
o« 4 =cosg—n+sin3—n=—2+£i

2 2

13| https://www.dimamath.com
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Définition2

Soit Z un nombre complexe non nul de module I et d’argument 0 c-a-d :
z=r(cosB+isin0).

L’écriture re'’ est appelée I'écriture exponentielle ou la forme exponentielle du
nombre complexe 7.

Proposition
Soit O et 0' deux réels quelconques. Alors :

e’|=1et arg(e")=0[2n]

i(0+0")

o
*

*

& eie XeiG' —e

o e =(ei9)=719=cose—isin9

e

eie
o S _gie-0)

e|6'
e e%=¢e? 0= 6'[2n]
o _pl® —gi®m)

.o+0
i i i o—0

e e%4e¥=2¢ 2 COS(TJ

.o+0+T7
: - i . (o—0
o e%=@f =20 2 sm(—2 j

2

.0—m
+ 1—e®=2¢e 2 sin (9)

.0
& 1+e®=2¢2 cos(gj

2

2 - Formules de Moivre et d’Euler

Proposition
Soit 0eR et ne N,

ai0 4 -0 _ ai0 _ -0
:T et sm@:T :[Formules d’Euler]
|

3 - Développement de cos(n0) et sin(n0)
Proposition
Soit 0 R et N e N". Alors :

R (e‘e)n =¢e™ ou (cosO+isin®)" =cos(nd) +isin(nd) ;[Formule de Moivre]
0

e

w COS
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p=E|

» cos(nB) = > (—1)"CZ2Pcos"?"(0)sin"(0)
0
n-1

—
N |
~

p:
p=g[ 2

2
» sin(n@)= > (-1)"C2*"cos" P (0)sin*"*(0)
p=0

Exemples

e €03(260) = cos’(0) —sin*(0) et sin(20) = 2cos(0)sin(6)

e €0s(30) = cos®(0) —3cos(0)sin*(8) et sin(30) =3cos*(0)sin(8) —sin*(0)
4 - linéarisation de«c0S" (0)} sin™(0) cOs¥(O)sin™ (0)

Définition

Soit 0eR et neN'.

Linéariser €0S" (@), sin"(0) cos"(0)sin™(0) revient a écrire ses‘expressions

sous (&, €0s(kx) + b, sin(kx))

k<n

Exemples
1) Linéariser COS2 X

ix —ix
Pour cela on sait que COSX = 5 , d'apres les formules.d'Euler
. N2 . .
Sone cos? X e” +e™ e +e'¥ 42 2cos(2x)+2 1+cos(2x)
onc = —— = — —
2 4 4 2
. »  1+cos(2x)
D’ou COS™ X =
2
2) Linéariser COS3 X
On a
; eix +e—ix 3 ei3x +3eix+3e—ix +ei3x (ei3x +e_i3x)+3(eix _I_e_ix)
COS" X=| ——— | = =
2 8 8
~ C0S(3X) +3cos X
4
. 5 €0S(3x)+3cosx
D’ou COS™ X = 1

3) Linéariser sin“ X
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i X —ix 4 i4x i2x —i2x —i4x
onasintx=| &€ e’ -4e” +6-4e" " +e
ne | 2i B 16
_ cos(4x)—4cos(2x) +3
h 8
bon sin® x cos(4x) —4cos(2x) +3
ou =
8

VI - Racines n*** d’un nombre complexe non nul
1 - Racines n*™ de I'unité

Définition

Soit N € N tel que N> 2.

On appelle racine n***de I'unité tout nombre complexe U tel que u" =1

L’ensemble des ragines n"™ de 1'unité est noté U c-a-d U, = {U ceC/u"= 1}

Propositionl
Soit N € N tel.que N > 2

% Les racines n®™ de 'unité sont les solutions dans C de I’équation 2" =1

Z
+ V(z,2)eU,, zx2'eU, et —eU,

_ 1
*»2eU ©7eU, & -l
Z

Exemples
1) Les racines carrées de I'unité sont les nombres complexes solutions de 1’équation

Z2 =1.0na: U2 = {—1,1}
2) Les racines cubiques de 'unité sont les nombres complexes solutions de I’équation

7% =1. Déterminons U,

Ona:
3 ‘23‘21 ‘Z‘zl
"=l PN
arg(z°) = 0[ 2] 3argz = 0 2n]
2|=1 n
And <z,=e % olke{01,2
af92=&;;ke{o,1,2} ‘ 01,2}
| 21 .43 1 3
Snzetlaset o GiGn=et =g i =(a)
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On posera dorénavant | = —5 +1 - etona: U, = {1, J, T}
Proposition?2
Soit N € N et Ug, Uj, Uy,..., U, les racines n***de l'unité. Alors :

n-1
= Uy+U +U,+..+U ,=0cad > u =0
k=0

- vke{0,12,.,n-1}, 0, =u,_,
- Vke{012,..,n-1},u, =uS

» Les racines n** de I'unité sont les affixes, dans le plan complexe, des
sommets d’un polygone réguliera'n cotés inscrits dans le cercle
trigonométrique et dont1’un des sommets est le point d’affixe. Ce polygone
est symétrique par rapport a I’axe des réels

Exemple
Ona:1+ j+ j2=0 car les nombres complexes 1, J, €t j2 sont les racines

cubiques de I'unité
Soit Al(l), Az(j) et As(jz) les images des racines cubiques de l'unité. Alors ces

points sont les sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans le cercle
trigonométrique :

2 - Racines n***d’un nombre complexe non nul

Définition
Soit N € N et soit @ un nombre complexe.
On appelle racine n® du nombre complexe @ toute solution dans C de I’équation

Z'"=a

Propositionl

Soit N € N et soit @ = pe'® un nombre complexe non nul tel que N> 2, p >0
et 0eR.

Les racines n** du nombre complexe a sont les nombres complexes :

i §+72kp

z, = (’/Be.[" " j ouke{0,1,2,...n-1} cad z, = {” p,%+¥} ot
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ke {0,1,2,...,11 -1}

Proposition2
Soit N € N tel que N> 2et a € C'tel que a:pe”’ oup>0etBeR

et soit D e C” tel que b" =a. Alors :
Les racines n®*™* du nombre complexe ad sont les nombres complexes définis par
z, =bxu, oU U, sont les racines n*™ de I'unité et K € {0,1, 2,...Nn —1}

2km

cad 7, =bxe " ou ke{01,2,..,n-1}

Interprétation géométrique des racines n®¢ d’un nombre complexe non nul

soit N € N et @ = pe'’ urinombre complexe non nul tels gie-N > 2. On note M, (z,)

Les images, dans le plan complexe, des racines n®* de d = peieou
k e {0,1, 2,...,N —1}. Alors Les points Mk (Zk) tels que K e {0,1, A —1} sont les
sommets d’un polygone régulier de n cOtés inscrit dans le cercle de centre O et de

rayon Q/Bpassant par le point |\/|1(l)

E Ax(3) i

VII - Equation du second degré a coefficients complexes
1 - Racines carrées d’'un nombre complexe

Proposition

Soit A un nombre complexe non nul.

1" cas: A= ‘A‘eie

i—
Alors les racines carrées du nombre complexe A sont : 51 =, ”A‘ e 2 et

d, = —\/wei(Z

2'cas: A=a+ib ou (a,b) c R? -{(0,0)}
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Alors 2° = A < (x+iy)2 —a+ib o x*—y*+2ixy=a+ib

, , Ja‘+b*+a
‘ X° =
x2—y*=a 2
/2 2
eIty =atib? o |y =Y +2b —4
b
_J b
Xy = _0
Y72 Xy =5
a’+b’+a
s
2 2
<:><y=i\/\/a +b“—a
2
b
y=3

D’ou :

= Sib>0 . les racines carrées de A sont :

5 _\/\/a2+b2+a+i\/\/a2+b2—a
=

et

2 2
\/\/a2+b2+a .\/\/a2+b2—a
O, =—0, =~ —1
2 2
= Sib < 0, les racines carrées de sont :
\/\/a2+b2+a .\/\/a2+b2—a
O, = —1 et
2 2
Ja‘+b*+a . [Wa’+b’-a
0, =-0, =~ > +1 >

Cas particuliers
e SiAe Ri, alors ses racines carrées sont VA et —+A

e Si AeR", alors ses racines carrées sont iv—A et —i</—A
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e Si AeiR" alors ses racines carrées sont H(f|.+ i) et — H(l+ i)
N 2 2
« Si AeiR”, alors ses racines carrées sont H(1— i) et — H(1— i)
N 2 2
Exercices
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
+ A=-H
« A=12
+ A=-9]
+ A=3+4i

* A:].—l\/E

2 - Résolution algébrique d'une équation du second degré dans C
Définition

Une équation du second degré a coefficients dans C est une équation de la forme
az’+bz+e=0o0uU(a,b,c)eC'xCxC.

2 . -
Le nombre,complexe A = b“ —4aC est son discriminent dont & est’une de ses
racines carreées

La forme canonique du trinéme a 2% + bz +C est donnée par.l’expression :

) B b ) A
az-+bz+c=al|| z+— ——
2a) 4a

Propositionl
Soit (a, b, C) e C*'xCxC. onnote A le discriminent de I’équation

ax’+bx+c=0":

e si A#0, alors I'équation a X° +bX+C =0 admet deux solutions
—-b-5 _ —b+d

complexes distinctes Z, =—— €l Z

2a 2 2a

b C
2

Ftona:az +bz+c=a(z-z)(z-2z,)etz +2,=—et z,xz2, =—
( 1)( 2) 1 2 a 1 2 a

o &% =A

% Si A=0, alors I'équation aX* +b X+¢ =0 admet une solution double

b

7 =——
0 2a
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2
Eton'a22+bZ+C=a(Z—z)2:a z+£
| ° 2a

Corollaire
Soit @, b et C trois réels tels que & # 0. Onnote A = b2 —4acC le discriminent
réel de I’équation (E) - ax®+bx+c=0 dont I'inconnue est z dans C

% Si A>0, I'équation (E) admet deux solutions réelles distinctes

_~b-Va et z bt yA
- 2a 2 2a

Zy

% Si A=0, I’équation (E) admet une solution double Z, = —~—

2a

% Si A <0, I'équation (E) admet deux solutions complexes conjuguées

—b=iv-A —b+ivV/-A
= T et 22 =

2a

Zy

Exercices
Résoudre, dans C, les équations suivantes :

« 2°+(@4%2i)2+6+8i=0
« (1+0)2* -(1+7i)z+14+12i =0

Proposition2
2 Z,+7,=3S
% Soit (S, p) e C* ; les nombres complexes Z et Z, tels que
Z1 X Z2 =p
sont les solutions de I’équation 2> —SZ+ p =0

< Si Z; et Z, sont les solutions complexes de 1I’équation a Z2 +bz+c=0;
alors si I’on connait I’'une d’elle on calcule facilement la deuxieme en

C
utilisant I'une des deux égalités Z, +Z, = —a Ou z,xz,= a

VIII- Transformations usuelles du plan et nombres complexes
1- Relations transformations du plan-Nombres complexes
Proposition

P P
Soit F : une transformation du plan P dans lui-méme, alors

M(z) » M'(z")

on peut lui associer une unique application de C dans C définie par
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| tel que pour tos les points M (2) et M '(z") du plan
z > 2'=1(2)

complexe onait: M'=F(M) < z'= f(2)

f_{(C — C

On dit que f caractérise I'application F et que F représente f dansle plan
complexe

2 - Transformations usuelles

a) La translation

Définition

Soit U un vecteur non nul
La translation de vecteur U est la transformation du plan dans lui-méme définie

P —P N
par: I;: telque MM '=d
M(z) > M'(z2")

Proposition
Soit U un vecteur non nul d’affixe U

L’écriture ou (formule) complexe de la translation Tﬁ est: Z' =Z4+u

Effectivement ,on a :
M'(z) =T,(M (2)) & MM ' =i < aff (MM ‘) = aff (0)
S71'-71=us72'=72+U

b - I’homothétie
Définition

Soit ) un point du plan et K € R”
L’homothétie h de centre Q et de rapport K est I’application définie par :

P—P
h: tel que QM '=k QM
MM

Proposition
Soit N I'homothétie de centre le point 2 d’affixe ® et de rapport K R*.

i0
L’écriture complexe de ’homothétie h est la relation : Z' =w+ e (Z - (1))

Effectivement, on a :
h(M(z)) =M '(z") = OM "=k QM < aff (QM) = k aff (OM)
o 1-o=k(z-0)e'=0+k(z-0)

c - La rotation
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Définition
Soit ( un point du planet 0 € R
La rotation R de centre (2 et d’angle O est I’application définie par :

{PHP OM '= QM

tel que { ———
MM’ (M,QM") = 6[2r]

Proposition
Soit Q(co) un point du plan complexe d’affixe ® et 0 € R ..

L’écriture complexe de la rotation R de centre Q(co) et d’angle O est la relation :

z'=w+e’(z-w)
Effectivement, on a :
QM "= OM g_'\l\’/'llzl
R(M =M(z' ———
(M(2)) =M(2) = (Q|\/|,Q|v|')50[27:]@<(m,gm‘)59[2n]
<:><‘Z_(D‘ < 9

QM ,OM ) = 6[ 2n] B (Z;zj = 6[2n]

o ETO it <:>Z'=oo+ei9(z—(o)
Z—@®

d - Résumé sur les transformations usuelles

Proposition
Soit & et b deux nombres complexes tels que @ # 0, et soit F la transformation
du plan d’écriture complexe est Z'=az+b
«sia=1
Alors, F est la translation de vecteur U d’affixe b
+ siaeR"—{1}
b

Alors, F est ’homothétie de centre Q(ﬁ

j et de rapport d

¢+ siagRet|a=1
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b

Alors, F estla rotation de centre Q[ﬁj et d’angle arg(a)

+ siagRet|a=1

b

Alors, F estla composée de la rotation R de centre Q(ﬁ

j et d’angle

b
arg(a) et 'nomothétie H de centre Q(ﬁ et de rapport \a\

Ona: F=RoH=HoR
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