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I — Limites d'une fonction
1 — Opérations sur les limites

soit T et 0 deux fonctions et L et L’ deux réels. Alors :

Ixﬂ f(x) L L +o0 —o0 —0
le_rg 9(x) L’ +00 —0 +00 —0 +00
lim(f+9)(x - Forme
Ha( 9)(x) L+L +00 —© 0 0 indéterminée
lmf(X) L L>0ou +o L<0ou - oo
'x'ﬂ-l 9(x) L +00 —00 ~+00 —0 0
lim(fx X ' Forme
X—>a( 9)(x) LxL 0 —0 —0 0 indéterminée
lim £ (x) L L | LROUFTRG 0o~ 0 £
limg(x) L=0 | *o PO o | 0790 0 +00
lim f (x) L R'V‘ _:-g Forme Forme
x>al| g L' N R 1° ¥ “Z, indéterminée | indéterminée
Remarque ~ b 4
W f _ -
Le nombre A peut étre un Esfel, ou +00,0u —0,ou d ,ou d .
2 — Les formes indétemminées -
S - T —
lim f (x) S et + 0050 0
- N +oo 3 O
Remarque

Une forme indéterminée ne vw ﬁfﬁ diriﬁue la fonction n'a pas de limite nécessairement, mais

Que la technique utilisée pour'ca @ﬁhﬂé“r@e%t Ba@ i’éﬁa&%&e’é& général
3 — Quelques techniques de calcul des limites

Méthodes de calcul des limites
Les techniques utilisées pour calculer une limite peuvent se résumer comme suit :

» Un remplacement simple lorsqu’'on n'a pas de (FI)
La factorisation

La multiplication par l'expression conjuguée
L'encadrement

>
>
>
» Expression conjuguée + Factorisation

Propositionl
Soit f(x)=a, X" +a, X" +..+a X+a, (@, #0) une fonction polynéme. Alors :
lim f(x)= lim a, x"

X—>t o0 X—*o0

¥
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Proposition2

. ax"+a X"+
Soit f(x)=———"2 % (ou a, =0 et b, # 0) une fonction rationnelle . Alors
b, X" +b, X" +...+ b,

) . ax"

lim f(x)= lim —"—

X—t o0 X—t o0 bm X
Proposition3
On a les limites suivantes :

. Sinx . tanx . 1-cosx 1
Iim——=1 lIim——=1 li — =5
x>0 X x>0 X x—0 X 2

Théoréme de comparaison

Soit I un intervalle et d une bornedel.

(vxel); f(x)<g(x) T
) [P e,
lim g (x) = o alo§§|_rg‘f‘(]x—)_ 08.//0
X—a /47
(et >0 9
Ilmg() o '5 aorsxl_r>r;1 (X) =400 1
X—a ~7 7;\
(vxel);h(x)<T(x)<g(x)
jim h(x) = “ -J(x)—L alors lim f (x)=L I
X—a X—> s m
( Théoréme d8s gendarmes) O
0N <
Exemples
2
o oqm Xm2xH5 M%tmematxqmsaoouftoms 0.
X—>+00 5X2+X—1 X—)+005X2 5 x—>+oo3x —2Xx+7 X—>+°03X2
2 2
o dim P2 i A lim 3x2—5x4 2= 1im 3x2 =+
X—>+0  3X+9 X—>+o0 3X X—>+00 X—>+00
e lim V4x?+9-2x= lim 9 =0: lim \/9x2+7+3x= lim ! =0;
Xtoo X5+ \[4x? 1.9 1 2x X——0 X—>—0 19y 4 7 _3x
mYXH322 i, X1 ~ lim 1 1
X—>l x2 -1 x>1(x—1)(x +1)(\/x+3+2) X—>1(x+1)(\/x+3+2) 8"
_ x®-5x+6 (x-=2)(x-3) . x-3 1
e |lim————=1Iim =lim—=-=;
x—2 x2 +3x—10 x—>2(X—2)(X+5) x—2X+5 7
e lim v2x2+1-x= lim X(1/2+£2—1J:+oo; lim v/2x2+1+x= lim —x[,/2+l+1J:+oo
X—>-+00 X—>+00 X X—>—00 X—>—00 X
II — Continuité d'une fonction en un point
1 — Continuité d'une fonction en un point
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Définition
Soit T une fonction définie sur un intervalle ]a —qa,a+ (X,[ oua>0.

Dire que la fonction f est continueen & si, et seulement si lim f (X) = f (a)

X—a
Remarques
e Une fonction est continue en un point si courbe n’est pas brisée au voisinage du point d’abscisse
a

e Lorsqu'une fonction n'est pas continue en a, on dit qu’elle est discontinue en d
e Pour étudier la continuité d'une fonction en d on doit s'assurer que ad € Df

Exemples
Etudier la continuité de la fonction f en @ dans chacun des cas suivants :
2x+1
L (=", a=0
TTPce.
smx+cosx al H S-//O
2 f(0) =" @%‘ .,
1
sin X R/
f (X)=—— ;X 05 .
3. < 1 ‘E’ . a=0 Z\
f(0)== - X
L 2 -
PR, ¢ A 0
2 — Continuité a droie — continuité a gauche O
Définitionl Tn 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a a-—+ a[ oua>0.

Dire que la fonction f est coerfﬁgg grgﬁg etr{%uscl?est s%u eLrlﬁefEtOsE Eiim f (X) = f (a)
X—a’

Définition2
Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a — 0L, a] ou o >0.

Dire que la fonction f est continue & gauche en @, si et seulement si, lim f (X) = f (a)

X—a
Théoréeme
Une fonction est continue en un point a si, et seulement si elle est continue a droite et a gauche
en ad
Remarque

Pour montrer la continuité de certaines fonctions on est contraint de montrer qu’elles sont continues
a droite et a gauche en certains points

Exemples
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e Montrer que la fonction f est continue a droite en 0 et la fonction g est continue a gaucheen1
dans les cas suivants :
tan (2x) X2 —3X+2
f(x)=———2: x>0 |g(X)=——7;x<1
(%) sin x ; () [1—- x|
f(0)=2 g(1)=1
o Etudier la continuité de la fonction f en1dans le cas suivant :
nx
f(x) = ta— x>1
=1 ,a=0
v1- 1 3
f =——+—-;%x<0
() = +3:
o Déterminerlesréels a et b pour que la {anfu!albf soit continue en 2 :
2 Sy
X“+X—6 O
(0= x;r? ‘s,
30(v/x+7 -
f(2)=b z
] = ~
_ @ L4
SIN(X—a
Fx) = SN =3) o I
X—2 g O
\ s O
111 — Continuité d'une fdfiction sur un intervalle <

1 — Continuité sur un intervalle
Définitions Mathematigues pour tous

Soit a et b deux réels quelconques.
¢ f est continue sur ]a; b[ <> T estcontinue en chaque élément de ]a; b[

f est continue sur ]a;b[
¢ f est continue sur [a; b[ = ) . )
f [est continue a droite en] a
_ f est continue sur Ja;b[
v f est continue sur Ja;b] < o
f est continue a gauche en b
f est continue sur Ja;b[
v f est continue sur [a;b] < < f est continue a droite en a
f est continue a gauche en b
v f est continue sur Ja;+oo[ < f est continue en tout élément de Ja; +oof
f est continue sur ]a;-+oof

f est continue a droite en a

v f est continue sur [a;+oo <:>{
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v f est continue sur |—oo;b[ < f est continue en tout élément de ]—oo;b|
f est continue sur |—oo;b]
f est continue a gauche en b
t f est continue sur R < f est continue en tout élément de R
2 — Continuité des fonctions usuelles
Propriété (admise)

+ Toute fonction polyndme est continue sur chaque intervalle de IR .
+

Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle de son ensemble de
définition

+ f est continue sur ]—oo;b] <:>{

. . . +
4+ Lafonction X > /X est continue sur chaque intervalle de IR
+ Les fonction cosinus et sinus sont continues sur chaque intervalle de IR .

3 — Opérations sur les fonctions continues
—
Propositionl HTTP q
Soit f et J deux fonctions deﬁnleﬁﬁ}un intervalle (t%be | et K un réel quelconque.

% Si f et § sont continuesten @, alors les fonctions f + g7 f xg et kx f sont
continues en d 57. 17,;
. ~ 1  f
* si f et g sont continuesen a et g( ) # 0, alors les fonctlygg — et — sont continues
e 9 O
en d -
( )
O
— — —
£ropositionz
Proposition? 0N >

Soit T et J deux fonctions définies sur un intervalle | et k un réel quelconque.

* Si f et gsont continuws;‘}l{ﬁg{pﬁgl{qdlw@gs %g@fgnct@@@g +0, fxgetkxf

sont continues sur I

f et g sont continues sur l'intervalle | 1 f
* Si , alors les fonctions — € — sont

(vxel); g(x)=0 g

continues sur |

Exemple

Montrer que les fonction f et g sont continues respectivement sur R et [1; +oo[ telle que:

1 —cosx 'g(x)zﬂ.
x%+2 , «/;

f(x)=x2+3x—1+

Eneffet:ona D = — R et comme les fonctions x > x> +3x—1 et x — sont continues sur R alors

x2 42

la fonction f est aussi continue sur R comme somme de ses deux fonctions.
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Etona Dg = [1; +00[ et comme les fonctions x = Vx—-1+2 ef x > \/; sont continues sur [1; +oo[ et

comme (Vx &1, +oo[); Jx #0 ;alors la fonction { est continue sur [1, +o| comme quotient de ses

deux fonctions continues

4 — Continuité de la composée de deux fonctions continues

Propositionl

f est continue en un réel a
g est continueen b= f (a)

Si f est continue sur un intervalle |

Si f(1)c

L. } alors la fonction composee g o f est continue en a

2. Si g est continue sur unintervalle J ¢, alors g o f est continue sur l'intervalle |

Proposition3

soitacRetr>0et LeR etsoit f &lj‘n?tyngion définie sur un intervalle de la forme

| = ]a —-r;a+ I‘[ et soit g une fO&(ﬁO\l définie sur 1§r'iﬁké5/alle ouvert J centré en L tels que :
7

lim f(x)=L v %
X—a \'a v
) ~ . Z
g est continue en L ¢, alors lim go f (x)=L >
X—a

f(l)cJd .
(1) A
5 — Image d'un intexgalle par une fonction continue Q
Proposition i 5

)
Soit T une fonction définie sur Df et [a;b] i Df et | un intervalle de Df .

+ Si T estcontinue sur [Mb?]'; hlﬁﬂf?({m b!]()& EHSD,M ]t&t,iﬁl segment

4+ Si T estcontinue sur | , alors f (| ) = J estun intervalle

Intervalle | f est strictement croissante sur | f est strictement décroissante sur |
2] [f (2 (0)] [£(b):1 ()]
] (@) ] Jim r0:1@)]
Jeib) Liim £ (x): £ (0)] £ (b): lim £ ()]
| Jim oot ) i 0 m 01
o | [ ] XX
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Ja; +oo[ }Iimj(x); lim f(x)[ } lim f(x); Iim+f(x)[
Jooo;b] Jlirp f(x);f(b)] [f(b); im f(x)[
]—o0; b Linjw f (x);XILnSi f (x)[ }XILT f (x);xiriO f (x)[
|-o0; 400 }Iinj f(x); lim f(x)[ }Iim f(x); Iirp f(x)[

IV — Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme des valeurs intermédiaires

f est une fonction continue sur [a;b]

_ alors il existe un réel c de [a;b] tel que f (c)=k
k un réel compris entre f (a)et f(b)

Théoréme des valeurs intermédiaires et résolution des équations

o f une fonction continue sur [a;b 9\ :“T |'L£alﬁti9ﬂ/f (x): k admet au moins
alor

e k un réel compris entre f (a%& (b) une solution/dg?ps [a;b]

Interprétation graphique du Tsﬁ.

Soit f une fonction définie ef,continue sur un segment [a; b] et soit k um réel compris entre

f (a) et f (b) alors La part‘i‘el de la courbe représentative de f sur [a; b] c’%‘lpe la droite d’équation
y =k au moins en un poink .

g O
Exemple 0
Soit f la fonction définie pagy f(x)=x> +3x° &
5

1/ Montrer que l'équation f (xgj —admet au moins une Solution sur le segment [—3; 1]
idthématiques pour tous

2/ En déduire que la courbe (C f) coupe la droite d'équation y = % au moins en un point d’abscisse

appartenant au segment [-3,1]

(Cf)
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Corollairel
e f une fonction continue sur [a;b]

alors
e f(a)xf(b)<0

Remarque

I'équation f (x) =0 admet au moins

une solution dans Ja:b[

Si une fonction est continue sur un intervalle et les images de ses extrémités sont de signe opposés

alors sa courbe représentative coupe 1'axe des abscisses au moins en un point dont I'abscisse
appartient a cet intervalle

Corollaire2

e f une fonction continue sur [a;b] _ _
_ I'équation f (x)=0 admet une unique
e f strictement monotone sur [a;b] ; alors

solution a dans ]a;b|
e f(a)x f(b)<0
Exemple PSl\ HTTDS:/O

Soit f lafonction définie sur ]&%ar: f (X) = X3 +X+1. Mgg}trer que |'équation f (X) =0
admet une unique solution %géns I'intervalle ]—l; O[. ‘:7,;

Eneffet: T estcontinue él\ltllérivable sur [—1; O] et f '( ) = ?)X2 -Z'l\ Donc f est strictement
croissante sur [—1;0] ,'e'r_r’plus f (—1) ==let f (0) ldonc f (11 < 0. Doy,
d'apres le corollaire du T\[L, 'équation f ( ) 0 admet une unique s@utlon Ol dans ] 1; O[

0N <

Corollaire 3

Soit T et § deux fonctions'défihiessus 15_3.! D}ét?kf’ l@'fonction définie sur [a; b]par :

h(x)=f(x)—g(x).

f et g continues sur [a;b] | I'équation f (x)=g(x) admet au moins une solution
alors
h(a)xh(b)<0 dans l'intervalle [a;b]

Corollaire 4

Soit f une fonction définie sur l'intervalle de la forme [a; +OO[ et K un réel.

e f continue sur [a;+oo[} | {I'équation f (x) =k admet au moins
alors

ekef ([a;+oo[) une solution dans [a;+oo|

Sienplus f est strictement monotone sur [a; +OO[ , alors cette équation admet une unique
solution 0. dans l'intervalle [a;+oo

8]
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Exemples
1/ f (X) =sinx; g (X) = 2X —1. Montrer que I'équation f (X) =g (X) admet une unique

solution o dans ]0; +oo[

2/ f (X) = X3 + 2X —1. Montrer que I'équation f (X) = 0 admet une unique solution o
dans R
Meéthode d’encadrement par dichotomie des solutions d'une équation de la forme f (X) =0_
On considére une fonction f continue et strictement monotone sur un segment [a; b] (a < b)
telle que f (a) x f (b) < 0. Donc d’apres le corollaire du TVI il existe un unique réel
c e |a;b[ tel que f(c)=0.
a+b

On pose M = ,eton calcule f (m) On a deux cas possibles :

TTPc.
v f(a)xf (m)<0etdoncc$j%1\,m[H S-//O
v f (m)x f (b) <0 doncv??e ]m;b[ /477

On réitere ce procéede jusqué?e qu’on arrive a 'encadrement deman/éé. Ce procédé s'intitule la

v
W b=a
dichotomie . Aprés n étapes on a un encadrement de ¢ d'amplitude ﬁf :

2
O
X 4

q
Exemple b3
1))
Déterminer un encadrement a 6,25x107 prés de \/5

Remarquons que \/5 estla solm&tﬁbﬁfﬂ?é'ﬁgﬁéh{ﬁéoﬁ PUp Lgus
On considére la fonction f définie sur [1; Z]par - f (X) = X2 — 2 .Lafonction f estcontinue et

strictement croissante sur [1; 2]et ona: f (l) =-let f (2) =2 donc f (1) x f (2) <0 par

conséquent 'équation f (X) = 0 admet une unique solution C = \/E dans ]1; 2[ .On a

f(1)<0et f(2)>0

a b m f(m) conclusion

1 2 15 0,25>0 l<c<l5

1 15 1,25 -0,4375<0 1,25<c<1,5
1,25 15 1,375 -0,109<0 1,375<c<1,5
1,375 15 1,4375 0,066 >0 1,375 <c<1,4375
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Enfin ona 1,4375-1,375=0,0625=6, 25 %1072 . Donc I'encadrement de ¢ & 6,25x1072 est
1,375<c<1,4375

V — Fonction réciproque d'une fonction continue et strictement monotone sur un

intervalle

Propositionl
Soit f une fonction définie sur un intervalle | telle que.
e f continue sur |
e f strictement monotone sur | alors{
«J=1(1)

f admet une fonction réciproque fl
définie sur l'intervalle J

Proposition?2
Soit f une fonction continue et stric@nenm—gn-gtalgsgx r un intervalle | telle que J = f(I).
Alors : < s O/
% La fonction réciproun?_ 1 est continue et de méme mo?dt,bnie que f surlintervalle
J=1() s
s (vxed)(vyelfy=f"(x)=x=1f(y)
» (Wxel), f 1o £x) = x
@ (Vxeld), fof&x)=x O
% La courbe représen‘ative de f et 1a courbe représentative de :f sont symeétriques par

rapport a la premiére bissectrice c'est-a-dire la droite d'équation Y = Xdans un repéere
orthonormé Mathématiques pour tous

-
o
O

Exemple

Soit f la fonction définie sur l'intervalle | =]2,+oo[ par: f (X) =——
VX—2

1/ Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f ! définie sur un intervalle J

que I'on déterminera .

2/ a/ Caleuler T (3) et en déduire f (1)

b/ Déterminer l'expression de f_l(X) pour tout x de l'intervalle J

3/ Dresser le tableau de variation de la fonction /'

- -

4/ Construire dans un méme repere orthonormé (O; [ , j ) les courbes représentatives de f

etde f -1

10| https://www.dimamath.com
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Corrigé
I/ona f(x)= Jl_z et 1 =12;+x0]
—

Puisqueles fonctions x +> x —2 ; x +> </ x —2 sont continues sur l'int ervalle I et (‘v’x € 1); Nx—=2#0
alors la fonction f est continue sur |

1
De méme la fonction f est dérivable sur l'intervalleletona:(Vxel), f'(x)=—
( ) f( ) 2(x—2)\/x—2

Donc (Vx e 1), f'(x) <0, par suite la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle I.

Alors la fonction f admet une fonction réciproque f -1 géfiniesur J = f (I) donc

J :} lim f(x); lim f(x)[:]0;+oo[.

X—>+00 X—2"
2/a/ f(3)=1donc f(1)=3
b/ Soit xeJ et yel; \
onay:f‘l(x)<:>f(y)‘—;Q<P"
=N =X
-2
W
@ﬂ— :—2
g X
Z  2x°+1
W= > =
X

2
Donc (vX el ); f—l(x) I_M_%é_?*ématiques pour tous
X

VI — Fonction racine neve

Théoreme et définition
Soit n un entier naturel tel que n>2.

La fonction f : X+ X" admet une fonction réciproque f -1 définie sur R* par:

f -1 ( X) = Q/; Le nombre ¥ X est appelé la racine n®*¢ou la racine d’ordre n du réel positif
X.

Propriétés
Soit n et m deux entiers naturels non nuls. Alors :

. (VXER“L)(VyeR*);(‘/;:\N@x:y
. (VX€R+)(VyER+);W<WC>X< y

11| https://www.dimamath.com
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- S
( ):xetQ/xT:x

- (xeET);
o (vxeR")(vyeR" ) Uxxqly =gfxxy
(‘V’XER+) vy e R \f \f %
(vxer)

« (VWxeR™" nxn\1/7m \/_etr{]/ni—{]/mi nxr(]/_

Proposition

Soit n un entier naturel tel que n>2.

= Lafonction
x — Ux est continue et strictementTC{oissante sur R* et lim /x = 400

\ / X—>+00
» Dans un repere orthonormeql&'courbes representatlve@ges fonctions X — \/; et

X X" sont symeétriques par rapport a la premiere bissectrige c'est-a-dire la droite

d’équation Yy = X. * ’;
~7
W
Courbes des fonctions racinge carrée et racine cubigue
f()=x o & ()= =g f(x)=+
=

/ ___— pes poy |

Puissance rationnelle d'un réel strictement positif

Définition
Soit peZ” ,qeN" et xe |0;+oofet r _P
q
P
La puissance rationnelle du nombre réel X d’'exposant I' est le nombre réel x"=x9 = \ xP

1
En particulier : (VI’I € N*)(VX € R+); Q/; =xN

12| https://www.dimamath.com


https://www.dimamath.com/

2¢me BIOF SECO Cours 1 : Limites et continuité S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.com

_+_

Propriétés
(Vr € @*)(Vr' € Q*)(Vn € N*)(Vm € Z*)(‘v’x € R+*)(Vy € R+*), ona:
« xX'>0

' - r' X" _r 1 _
. erxr:XHr;(Xr) :err;T:er et—r:xr
X

>

[}
=
Il
=
Il
=

-\ H T T p S..,
La perséverance mene au sommet
- .
\g 1
v

.v
@

?
-
>
O
O

<

Mathématiques pour tous
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