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I — Définition et vocabulaires

Définition :

Soit Ne N

Une équation différentielle d’ordre N est une relation entre une fonction Yy :X — y(X) et ses

dérivées d’'ordres inférieurs ou égaux a N et dont I'inconnue est la fonction Y

Exemples:
e Yy'-2y=0; y'+3y—2=0 sontdes équations différentielles de 1* ordre

e Yy"-2y'+3y =0 estune équation différentielle de 2¢™ degré

1L - Equation différentuelle de premier degré y' =ay+b (aeR’)
1 - 1’équation différentielle y' = a Y, (&< RY
Propriété :
soit a € R”.
La solution générale de I'équation différentielle Y'=aY est la fonction définie sur IR par:

y(x)=4 €™ ot  est une constante arbitraire

Remarque :
L'équation différentielle Y' = 8 Y admet une infinité de solutions

Exemples :
o Lasolution générale de 'équation différentielle Y'—2Y = 0 est la fonction'définie sur IR par :

2x . .
y(x)=A1e ¥ ot A est une constante arbitraire

e Lasolution générale de 'équation différentielle 3y '+ 2y = O estla fonction définie sur IR par:
2

—=X
y(x) = A€ 3 ou Aest une constante arbitraire

2 — 1’équation différentielle y' =ay+b (aeR")
Propriété :
Soit a € R etsoit b e R.

La solution générale de 'équation différentielle Y'=ay + b est la fonction définie sur R par:

y(x) = A% — = ou A est une constante arbitraire

Remarque :
L'équation différentielle Y' =ay + b admet une infinité de solutions

Exemples :
e La solution générale de I'équation différentielle Y '—2 y+ 3=0@a=2; b= -3)

3
Est la fonction définie sur IR par: y(x) =1e” + E ou A est une constante

« Lasolution générale de I'équation différentielle '+ Yy —4=0 (@a=-1; b =4)
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est la fonction définie sur R par: y(X) = A€ +4 ou A est une constante
Exercice :
1) Résoudre l'équation différentielle ( E) Cy'-2y=5
2) Déterminer la solution f de (E) telle que f(0)=-1
Corrigé ;

1) L'équation différentielle ( E ) est du 1 degré ou a = 2 et b =5, donc la solution générale est

2 . .
y(x)=A1e * —— ou A est une constante arbitraire

2) f estune solution de (E) donc f(X)=4e™ = 2 et comme f (0) =—1 alors

/1—§=—ld'01‘1/1=§ ; par suite f(x)=§ezx 2
2 2 2 2

III — Equation différentielle de second degré y" +ay'+by =0 (a eR,be R)

Définition :

Soit a et b deux réels quelconques.

L'équation ri+ar+b=0 est appelée l'équation caractéristique de I'équation

différentielley"™+ay'+by=0

Exemples :
e L’équation caractéristique de I'équation différentielle y"—2y'+3y'=0 est
r’—2r+3=0
e L’équation caractéristique de I'équation différentielle 2y"+3y'—Yy =0 est
2r’ +r-1=0
Propriété :

On considére une équation différentielle ( ED) d'ordre 2 et A le discriminant de son équation

caractéristique ( EC) . Alors les solutions de ( ED) sont données dans le Tableau suivant :

( ED) Equation ( EC) Equation | Signe Solution de ( EC) Solutions de ( ED)
différentielle caractéristique de A

y+ay+by=0| r2+ar+b=0 Aog| fetr réelles y = Ae"* + Be®*

A=a’—4b n=r A et B des constantes
I, la solution y=(Ax+B)e"

A=0 double de (EC) A et B des constantes

L=p+iq, =0 |y=e"(Acos(gx) + Bsin(gx))
A<0 (p,q)eR? A et B des constantes
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Exercice résolu :
1) Résoudre l'équation différentielle ( E) 2y"-3y+y=0
2) Déterminer la solution f de I'’équation différentielle (E) telleque f(0)=-2et f'(0)=3

Solution proposée :
1) 'équation caractéristique de (E) est 2r? —3r +1=0 dont le discriminant est A =1 donc elle

. . . L 3-1 1 3+1 _
possede deux solutions réelles distinctes I} = T =—eth,= T =1. Alors les solutions de ( E)

2

1
—X
sont Yy = Ae? +Be* ou Aet B sont des constantes

1
2) f estune solution de (E)donc f(xX)=Ae? +Be’
Comme f(0)=-2,alors A+B=-2 @

1
Etona f'(X) =§ez + Be”,comme f '(0) =3, alors §+ B=3®

A
' —+B=3 |
(D) et (2) donne le systéme < 2 a résoudre Donc

A+B=-2

A=-10

D'ou f(X)=—1062+ 8e*
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