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Exercice 1

Soit n € N ,tel que n>2.0On considére la
fonction f, définie sur

R par: £, (x) =x—cos(£].
n
1/ a/ Montrer que f, réalise une bijection de R
vers R
b/ En déduire que I'équation f, (x)=0admet

une unique solution a,, dansR et que : 0 <o, <1

2/ a/ Montrer que : (Vx € 0;1]); £, (x) < £, (x)
b/ Etudier le sens de variation de la suite

(a” )nZZ
3/ Prouver que la suite ((xn )n>2 est convergente et

calculer sa limite

Exercice 2

I- On considere la fonction f définie sur R par:
f(x) =2x—-1+Arctanx

1/ Etablir que : (Vx e R), f'(x)>2

2/ Montrer que f est une bijection de R vers R .
On note /™' sa fonction réciproque

3/ Montrer que I'équation f(x)=x admet une
unique solution adans R etque O <a <1

4/ Montrer que : (Vx € Jou;+o0[ ) f(x) > x

II- Soit a € |a, +oo[ etsoit (u,)la suite
- s Up=da

numeérique définie par :

= f(u,);neN

1/ Montrer que : (VneN),;u, >a

2/ Etudier la monotonie de la suite (u,) eten

déduire sa convergence
3/ a/ En utilisant le théoréme des accroissements

finis, montrer que : (VneN),u,,, —a< %(“n -a)

b/ Calculer lim u,
n—>+0

Exercice 3

Soit (u,, )la suite définie par :

uy=0et (VneN);u,, = \/W

1/ a/ Montrer que: (VaeN),;0<u, <4

b/ Etudier le sens de variation de la suite (u, )

c/ En déduire la convergence de la suite (u,,)
2/ a/ Dresser le tableau de variation de la
fonction g définie sur l'intervalle [0,4]par:
3

e8>

c/ Déduire que : (VneN),; 4 —u, <4x (%)

et calculer /im u,

n—>+0

3/ On consideére la suite (S, ) _ telle que

(Vn EN*);Sn :kzz“luk

a/ Etudier la monotonie de la suite (S )n>l

n

b/ Montrer par 'absurde que la suite (S )n21

n

! n'est pas majorée
b/ Montrer que : (VneN);4-u,,, < 5(4 —u,) | 4/a/Montrer que:
(‘v’n e N*);Sn > 4n—4£1—(lj J
2
b/ En déduire lim S,
n—+0
Exercice 4

Soit n e N*. On considére la fonction /4, définie
sur l'intervalle

[Og{ par : h, (x)=x+n—n><tanx

1/ a/ Etudier les variations de la fonction #,

b/ Montrer que I'équation 7, (x) =0 admet

une unique solution

o, dans l'intervalle [Og{
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c/ Vérifier que o F;E[ et que an(a,)=1 +%n
"4 n

b/ Montrer que la suite (a.,, ) _ est décroissante

c/ Prouver que la suite (a., )n>1 est convergente

2/ a/ Montrer que : o
T T et calculer sa limite
(Vx € }Z,ED(V” eN ); Ry (x) <h, (x)
Exercice 5
On considére la suite (a, ) _ définie par:
) - 3/ Soit (b, ) la suite définie par :
(11 -
2 5 (VneN) :—Z2kak
a, . *
Gt =77 a’’ nel a/ Montrer que :
. x| LA _ _ 1 n+l1 _ d k
1/a/Montrerque.(VneN ),0<an<1 VneN' )b, bn—zn+1 2 a-22%a,
k=1

b/ Etudier le sens de variation de la suite

(@),

¢/ En déduire que la suite (a,) _ est
convergente
2/ Soit f 1a fonction définie sur l'intervalle [0; 1]
2x
par: f(x)=
f( ) 1+ x>

a/ Montrer que f est continue sur [0;1] et que

F((o:1)) < [o:1]

b/ Calculer [im a,
n—+00

n
b/ Montrer que :(Vn eN” ) > 2%a, <2"a,
k=l

c/ Déduire que la suite (b, ) _ est croissante

d/ Montrer que la suite (b,) _ est majorée par 2,

et en déduire qu'elle est convergente

2I’l+1 211
4/ a/ Vérifier que :(Vn eN* ) 2 =2,
Ay a,
b/ En déduire que : (Vn € N*);bn _ 2 1
a 2}1—2

n+l
c/ Calculer [lim b,

n—>+o0

Exercice 6

Soit (u,) ., et (v,),., les deux suites définies

par:

(VneN ) v, —Z

et u, =

—icas( !
-1Vk n = Vk+n

J

2/ a/ Dresser le tableau de variation sur

I'intervalle {Og} de la fonction f définie par :

f(x)=x—1+cosx b/ Montrer que:

l/a/Montrerque. (VneN*);l— 1 Scos( 1 jSI et que :

* )i €< Jion O\ Jkn

VneN (‘v’ke l,n), < <
\/% Jn+k  An+l Vo oo |
b/ En déduire que : S s
(vn c N*) . V2n < Z n c/ Calculer /lim u,

’ /n+ /l’l—i-l n—>+00

c/ Calculer [lim v, et lim Yn
n—>+00 n—>+o 1
Exercice 7

1/ On considere la fonction f définie sur
X

1++/1+x2 '

Etudier les variations de la fonction f et dresser
son tableau de variation

I'intervalle [0, +oo[ par : f(x) =

2/ Soit (¢, ) la suite définie par:

¢y =1
¢ =f(c,)neN
a/ Montrer que :(Vn e N),;0<c, <1
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b/ Etudier la monotonie de la suite (¢, )

¢/ En déduire la convergence de la suite (¢, )
3/ a/ Montrer que:

(vx ) }OED; 1+ \/ltj’:cnz ) “ (gj

b/ Montrer que : (Vn eN);c, =tan (2:52 j

c/ Calculer /im c,
n—»+ow

4/On posepour toutneN : §, = > (—l)k [
k=0

T,=8,, et R, =Sy,

a/ Montrer que: (VneN);R, <T,

b/ Montrer que les suites (R, ) et (7)) sont
adjacentes

c/ En déduire que les suites (R, ) ez (7,) sont
convergentes vers la méme limite L vérifiant
2-2<L<1

Exercice 8

Soit (a,) _, une suite telle que :(Vn = N*); a, >0

Montrer que :(Vn € N*)(i akj[iLJ >n?

Exercice 9

Soit (u,) . la suite telle que :

u; =1

{unﬂ =Jl+n+u,;neN"

1/ a/ Montrer que : (Vn € N*); u, <~v2n+1
b/ Montrer que :

(VneN*),'\/1+n+\/2n+1 <2n+3

2/ a/ Montrer que : (Vn>2); o 142

Jn n

k=1 k=14
b/ Montrer que lim 2L =
n—+o n
. u
¢/ Calculer [lim —Z
n—+0 \/pn
3/ a/ Montrer que :
Uy

n

b/ déduire lim u, —~/n

n—>+0

Exercice 10

Xy € ]0,‘1[
Soit (x,, ) la suite définie par : ¥

X, =1+—=

n+l n+1

1/ Montrer que : (V2eN),;0<x, <2

2/ Montrer que /im x, =0

n—>+0

Exercice 11

On considére la suite (w, ) _ définie par:

1 (ij;neN*
NN \ k=1

1/ En appliquant le TAF a la fonction f
3

x> =x2
3

w; =1

Wn:

sur les intervalles [k;k+1] o ke 1;n .

Montrer que:

# 1 2 2 1
VneN")w, ——<Z- <w, —
( ne )wn —<3 3n«/; w, P

2/ déduire que la suite (w, ) _ est convergente et

calculer sa limite

Exercice 12

On considére la fonction f définie sur R par :

f(x) =2Arctan [f

Jx

et soit (C, ) sa courbe
L Jwsan )

représentative dans un repere orthonormé
(0:1.7)

1/ a/ Calculer les limites :
lim f(x) et limM
X—>+0 t—0 t
b/ Montrer que : lim Lx)

x=0" X
une interprétation graphique au résultat

= +o0 puis donner
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2/ Etudier les variations de la fonction f et
dresser son tableau de variation

3/ Construire la courbe (C f)

(on prendra pour unité graphique 2cm)
4/ On note par g la restriction de f sur
I'intervalle 7 =1, +o0[

a/ Montrer que g est une bijection de

l'intervalle I vers un intervalle J que I'on
déterminera

b/ Soit ¢! sa fonction réciproque de g. Donner

l'expression de g' (x) pour tout x €J

5/ Montrer que 'équation f (x) = x admet une

unique solution adans l'intervalle [1,2]

6/ On considére la suite (u, ) définie par :

uy =1 et u,, = f(u,) pour tout ne N

a/ Etablir que : /(2) > g

b/ Montrer que :(VaeN),;1<u, <2

¢/ En utilisant le TAF, montre que :

(Vn S N);

u —(x|<l|u =
+1 —4 n

d/ En déduire que la suite (u, ) est convergente

et calculer sa limite

Exercice 13

On considere la fonction g définie sur R par:
g(x) =x+ Arctanx
1/ a/ Etudier les variations de la fonction g et
dresser son tableau de variation

b/ Montrer que la fonction g est une bijection

de R vers un intervalle J a déterminer

. x , . 1
2/ Soit ne N . Montrer que I'équation g(x) =—
n

1/ On consideére la suite (u, ) définie par :
n n
(VneN)u, = (1 —gj et on pose :
. n—1
(VneN ),‘Sn =2 u;.
=0
Déterminer S, en fonction de n, et calculer

lim S,

n—>+w

admet une unique solution x, dans R et que
0<x, <l
3/ On considére la suite (x,) _ ainsi définie.

a/ Montrer que la suite (x, ) _ est strictement
décroissante

b/ Calculer la limite de la suite (x,) _

Exercice 14

2/ On considére la suite (w, ) définie par :

W, = Arctan [un +tan(a, )], neN
T
a/ Montrer que: (VneN);0<w, < 5
b/ Etudier le sens de variation de la suite
(w, ) et en déduire sa convergence
m

c/ Montrer que : [im w, =
n—>+00 1

Exercice 15

A- SoitneN".On considére la fonction f,
définie sur R par: f, (x)=x"""" +3x -2, et soit
(C, )1a courbe représentative de f, dansun
repére orthonormé (0; ;])
1/ a/ Dresser le tableau de variation de f,

b/ Montrer que le point 7(0;-2)est un centre

de symétrie de la courbe (C,,)

c/ Déterminer le point d'inflexion de la courbe

(C)
2/ a/ Etudier la position relative de (C, ) et
(Cn+1 )

b/ En déduire que toutes les courbes (C,,)

passent par trois points fixes I, A et B que I'on
déterminera
3/ a/ Montrer que f, réalise une bijection de R

vers R . Soit /' sa fonction réciproque
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b/ Caleuler (1,1} (-6), (") (-2) et (1) (2)
4/ a/ Montrer que I'équation f, (x)=0 admet

une solution unique x, dans R et que

0<xn<%
3

2n+1
b/ Montrer que : (Vn eN” ) 0<x < (%)

2_ x2n+1
¢/ Montrer que : (Vn eN* ) X, = Tn
d/ Calculer lim x"*'puis en déduire lim x,
n—+o n—>+o0

B- On suppose dans cette partie quen =1, et on
note f=f et a=ux
1/ Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle

03 Jper o) -x-L

a/ Montrer que : (p({O%D c {O%}

b/ Montrer que :

[refod fotn-a-ar-e,

c/ Montrer que :
(Vx . _O’___j; (2x+a)|x—a] L2

3 3(x2+1) 3

d/ En déduire que:

[Vxe (),'2 ]
L 3

2/ Soit (u,, )la suite définie par :

2
(p(x)—a‘ < §|x—a|

uy, =0

uy =@(u,);neN

a/ Montrer que : (VneN),;0<u, s%

b/ Montrer que : (Vn e N);|u,,, —a| < §|”n ~d

¢/ En déduire que la suite (u, ) est convergente
et montrer que: o = %/\/EH —%/\/5—1

Exercice 16

A- 1/ Résoudre, dans R, I'équation : x* =x+1.
On notera par ¢ sa solution positive que l'on
nommera « le nombre d’'or »

2/ Montrer que: ¢ =1+ 1
()
B- Les nombres de Fibonacci sont les termes
de la suite (£, ) définie par :

F 0~ Fl =1 . .
On considere la suite

Fn+2:Fn+1+Fn"nEN
(u, ) définie par: (VneN),u, = I';_Jrl

n

1/ Démontrer que: (VneN), F, >1

l=1+L

n

2/ Montrer que: (Vn c N);u

n+

3/ Montrer que si la suite (u,,) est convergente

alors lim u,=¢
n—>+0

4/ a/ Démontrer que : (VaneN);u,,, —¢ = ¢—u,

o xu,
b/ En déduire que : (Vne N),'Iun+1 —<l>| < l|un —‘P|
¢
¢/ Démontrer que : (VneN);|u, —g|< [lj -9
()

d/ Calculer /lim u,
n—>+0

n+l n+l
C- 1/ Montrer que : (v, )£, - (1++5) l_(\l/:\/g)
n 2n+ NE
2/ Calculer lim F,

n—+w
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