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I — Généralités
1. Mode de génération d'une suite

1.1. suites définies par une expression explicite
Soit (u,) _, une suite numérique o/ = [[ p;+o  (peN). Lasuite (u, ), est dite « définie par

une expression explicite » s'il existe une fonction f définie sur l'intervalle [ D, +00[ telle que:
(‘v’n el),'un =f(n)
Exemples

- 1
2n-1 U, = 3+ u, = cos -
n+l \n”+1
1.2. Suites récurrentes

Soit (u,) _, une suite numériqueoti/ ={ne N /n 2 ph(peN).Lasuite (u,) _, estune suite

Les suites (u, ) définies par :u, =n’ —n+1, u, =

récurrente si elle définie par la donnée de 'un de ses termes et une relation de récurrence
donnant chacun de ses termes en fonction des termes qui le précédent

Exemples
u =2
Les suites définies.par” (u : (V) 2y, +1 et
( n)"ZI {unH =3u, -5 neN" ( n) Vil = v 12 sneN
n

(Wn):{wo =0et w=-1

W, =2W, . +3w,,neN

2. Suites majorees — Suites minorées — Suites bornees

Définitions
Soit / ={neN/n>nyfoi ny €N et une suite numérique (u,) .

> Dire que la suite (u, ) _ est majorée signifie que :(3M e R)(Vn € I);u, <M . Le nombre réel M

est appelé « un majorant de la suite (un )ne IR

> Dire que la suite (u, ) _ est minorée signifie que :(3m € R)(Vn e 1);u, >m .Le nombre réel m

est appelé « un minorant de la suite (“n )nE .

» Dire que la suite (u, )nelest bornée signifie que :[El(m;M) € Rﬂ(vn el);m<u,<M

Remarques
1/ Soit (u, ) _ une suite telle que : (Vn € I);u, = f(n) . Pour montrer que (u, ) _ est majorée par M

sur (respectivement minorée par m sur I) il suffit de montrer que la fonction f est majorée par M sur
un intervalle contenant I (respectivement minorée par m)
2/ Soit (u,) _ telle que:(Vnel)u,, = f(u,). Pour montrer que (u,) _ est majorée par M sur I
(respectivement minorée par m sur I), en général on raisonne par récurrence
Exemples:

_2n+3

1/ Soit (u, )la suite définie par :(Vn e N),u, = . Montrer que :(VneN),;2<u, <3

n+l

. . s . g 2x + .
Soit f 1a fonction associée a la suite (un ) définie sur R* par: f(x)= x+3 . La fonction f est

x+1

, 1
dérivable sur R*etetona: f'(X)=———= et (Vx eR” ) /7(x)<0.Donc f est strictement

+1)
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Décroissante sur R* D'ou (Vx € R*); lim f(x)<f(x)<f(0)etpar suite 2< f(x)<3.Par
X—>+00
conséquent (VneN);2<u, <3.
vo =1
2/ Soit (vn) la suite définie par : 1 . Montrer que :(Vn € N); -2<v,<1.
Vil :Ev” -LneN

On raisonne par récurrence. Soit P, - "-2<v, <I;neN"

* Pour n=0;v,=1donc —2<v,<1.d'ou F, est vraie

*  Soit n un entier naturel fixé, supposons que P, est vraie =2 <v, <1 soit et montrons que P, est
vraie soit -2 <v,,, <I.

On a —2<vn£1:>—1<lvnSl:>—2<lvn—1£—l:>—2<vn+1£— <1.Donc P, est vraie
2 2 2 2

1
2

+ Donc.(VneN);-2<v, <1.

Theoréme
‘ Une suite (u,) _ estbornée < (3IM >0)(Vnel);

3 - Monotonie d'une suite numeérique

Définition
= Dire qu'une suite (”n )nE , est croissante si, et seulement si, (V(n m) el? ) ns<m=u,<u,
= Dire qu'une suite (u, )nE ,est décroissante si, et seulement si,(v(n; m)el : )n <m=u,>u,
» Dire qu'unessuite (u, )nE ,est strictement croissante si, et seulement s,
(V(nm) € 12),'71 <m=u,<u,
= Dire qu'une suite (”n )nE ,est strictement décroissante si, et seulement si,

Y(n,m el’ n<m=u, >u
(V(nim)er) 0>ty

= Dire qu'une suite (”n )nE ,est constante si, et seulement si, (V(n m) el’ ) u,=u

Théoreme
Soit (u, ) _ une suite numérique o /={n€N/n> p} et p un entier naturel connu.

» (u —u, =0

n

est croissante < (Vnel) u,

4 u

n

est strictement croissante < (Vnel);u,,, —u, >0

s Uyt unSO

4 u

n

est strictement décroissante < (VneI);u,,, —u, <0

nel

»

() s
() s
» (u,),_ estdécroissante < (Vnel);u
(,)
(,)

u,

est constante < (Vnel);u,,, —u, =0

nel

Re

marque
1/ Si (u,),_, est définie par: (Vnel);u, = f(n) alors la monotonie de la suite (u, ) _ estla méme

que celle de la fonction f sur l'intervalle [ p;+oo[

2/ Si (u, ), _ estune suite récurrente telle que (Vn € /);u,,, = f(,) alors les monotonies de la suite

(u ) et de la fonction sont, en général, indépendantes
N Jnel
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Exemples

. . s = S 1 . e by . Py .
1/ Soit la suite (u, )n>1 définie par : (Vn eN );un =— . La fonction associée a cette suite est f définie
= n

sur |0, +oo| par f(x) _1 qui est strictement décroissante sur ]0; 400, alors la suite ]0; +oof est
X

strictement décroissante.
2/ Soit (v, ) la suite définie par : 1 .
() vn+l:§vn—1;neN

a/ Montrer que :(VneN),;-2<v, <1

b/ Etudier les variations de la suite (vn)

I1- Suites particulieres
1. Suites arithmétiques

Deéfinition
Une suite (u, )n>n estarithmétique si, et seulement sj, il existe un réel r tel que u,,, —u, =r pour

tout entier naturel n> p . Autrement dit:

(u, )nZn0 est arithmétique < (Elr € R*)(Vn eN,n>ng)u,, —u,=r

La constante r.est appelée « la raison de la suite arithmétique(un )n>n »
=0

Théoréeme

Soit (u, )nZn0 une suite arithmétique de raison r et p un entier naturel tel que p>n,. Alors:

* (VneNnZn,)u,=u,+(n-p)xr

H i u, =(n—p+1)xup+u"
k=p 2

Corollairel
Soit (u, ) une suite arithmétique de raison r et de premier termeu, . Alors:

* (VneN)u =u,+nr
( ) n 0

* (Vn eN),‘éuk :(n+l)uO i

Corollaire2

* n(n+1)
(VneN );1+2+3+...+n: 5

Propriété ( caractérisation d’'une suite arithmeétique)
Soit (u, )nZnO une suite numeérique.

u, +u
i i At . _’n n+2
(u, )nZn0 est une suite arithmétique < (VneN,n2>ngy);u,,, = >

i

| Conséquence
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Soit a, b et ¢ trois nombres réels.
a+c

2

a, b et ¢ sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d'une suite arithmétique < b =

Théoréeme
Soit (u,) _ une suite arithmétique de raison r. Alors :
="

= (u,) . eststrictement croissante < r >0
=70

=

est strictement décroissante < r <0

u” )nZn0
= (u,) . estconstante <r=0
=70
Exercice
uy =35
On considére la suite (u,, ) définie par : M A et la suite(v, ) définie par :
Up == A S
u, +2
1
(Vn € N); v, =

u, —1 '

1/ Montrer que la suite (vn ) est arithmétique dont on déterminera la raison
2/ Exprimer v, enfonction de n

3/ Exprimer u, en fonction dev, , puis en fonction de n

n
4/ Calculer, en fonction de n, la somme S, = > v,
k=2

2. Suites géometriques
Définition
Une suite (v,)

o €St géomeétrique si, et seulement si, il existe un réel non nul q tel que
="

V.1 =¢Xxv, pour tout entier naturel n > n;. Autrement dit :
(v, )nZn0 est géométrique < (Elq eR" )(Vn eN,n2ny)iv,, =qxv,.

Le nombre réel q est appelé « la raison de la suite géométrique (Vn) »

nzn,

Théoreme

Soit (Vn )nZnO une suite géomeétrique de raison g et soit p un entier naturel tel que p = n,. Alors:

+ (VneN,nZno); v, :vpxq"_p
n l_qu—p+1 )
zvk:\/’pXT;Slqil
k=p q
+ (VneN,n>ny);
n
Zsz(nJrl)vp ssig=1
k=p

Corollaire
Soit (vn ) une suite géomeétrique de raison g # 1 et de premier terme v, . Alors:

+ (Vn eN);vn =v,xq"
n+l

+ (‘v’neN);Zn:vk :voxl_q
k=0 l—¢q
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Corollaire
n+l

(quR \{l})(Vn eN); 14+g+q° +..+¢" = "
—-q

Propriété ( caractéristique d'une suite géométrique )

Soit (v, )nZnO une suite numérique.

(v, )nZn0 est géométrique <> (Vn e N,n>ny); (v ) =V, XV,

Conséquence
Soit a, b et c trois nombres réels.

a, b et ¢ sont, dans cet ordre, trois termes d'une progression géométrique < b* =axc

Théoreme
Soit ( v, )n>n une suite géométrique de raison q # 0 et de premier terme Vy - Alors :
=70
q q<0 0<g<l g=1 g>1
Signe de
g . v, >0 v, <0 - v, >0 v, <0
v”o 0 0 0 0
Monotonie Ni
croissante .. . : L.
de Ni décroissante | croissante | constante | croissante | décroissante
v
( ")”Z”O décroissante
_Exemple
1
Vl g
Soit (v ) et (w ) les suite définie par : 2 et (‘v’n € N*) -y =
n)p>1 n/p>1 par- 3Vn+2 * ' "_v +2
Voo = ;nelN n
v, +4

1/ Montrer que la suite ( w, )n>1 est géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.
2/ Exprimer w, en fonction de n, pour tout ne N

3/ Exprimer v, en fonction de w, , puis exprimer v, en fonction de n.

n
4/ Calculer en fonction de n, la somme S, = >’ w, .
k=2

3. Suites arithmético-géomeétriques
Définition
Dire qu'une suite (u,) _ est une suite arithmético-géométrique s'il existe (a,b) e R? tel que :
="0

u, estconnu et ses termes vérifient la relation de récurrence :(Vn 2 n, ) u,,, =au,+b

Remarques
1/ Si a=1,alors la suite (u,) _ estune suite arithmétique de raison r =5

2,

2/ Si b=0, alors la suite (u, )

nzn

est une suite géométrique de raison ¢ =a
0

3/Si a=0,alors la suite (u,) _estune suite constante
0

nzn

S © 2 )
\ Proposition ‘
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Ju, . =au, +b.

Soit a € R* {1} et b € R" et soit une suite (u, )n2 définie paru, et (Vn>n);u

. b . , o .
Alors la suite (Vn) . définie par : (Vn >n ) v, =u, +—— est une suite géométrique de raison a
nzn, a—

Exemple
On définit les suites (u, ) et (v, ) par 1 4 et (VneN);v, =u, -1
U, =—u,+—,nelN
5 5
1/ Montrer que la suite (vn ) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme

2/ exprimer u, en fonction de n, pour toutne N .

n n
3/ Calculer, en fonction de n, les sommes S, = > v, et T, = > u,
k=0 k=0

I1I- Limite d'une suite numeéridue
1. Convergence d'une suite

Théoréeme

. . o1 .
Soit pe N*. Alors _lim n” =+ ; lim — =0 lim {n=+w et lim -
n=>+% n—+oo pP n—>+0 n—>+% \/_

Théoreme
Soit (u, )nZ’l une suite numeérique.

v im |u |—0<:> lim u, =0

n—>+00 n—>+00

Y lim (un —L):O < lim u,=L
n—>+00 n—>+o0
v lim u,=L = lim |u,|=|L| Mais la réciproque n'est pas vraies en général.
n—>+0 n—>+00
Définition

Soit (u, )nZn0 une suite numérique.

* Dire que la suite (un )n>n est convergente signifie qu'il existe L e R tel que : /lim u, =L
- n—+w

» Dire que la suite (un )n>n est divergente signifie qu'elle n'est pas convergente.
=70

Autrement ditsi /im u, =*cooubien sa limite n'existe pas

n—>+00
Exemples
. o x 3 .
1/ Lasuite (u,)  définie par : (Vn eN ) u, =1+=, est convergente car lim u, =1
= n n—+o0

2
2/ La suite (v, ) défine par :(VneN),v, = 3n"tnt2 , est divegente car [im v, =+

21’1 — n—+o

pas

2. Convergence et opérations sur les suites
2.1 Limite d'une somme de deux suites

3/ La suite (w, ) définie par :(VneN);w, =2cos(n+3), est divergente car sa limite n'éxiste
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Théoréme

Soit (un) et (Vn) deux suites numériques. Alors :
ma | L o | = |
r{i’ﬁo Vn L' +00 —00 +00 —o0 —00

lim (u, +v ' Forme
nﬁ+oo( 2t V) L+L 0 0 0 — indéterminée
2.2. Limite du produit de deux suites

Théoreme

Soit (u, )nzno et (v, )nznl deux suites numériques. Alors :
lim u, L L>0ou+ow L<0ou—o 0
n—+00
I{Z;ZO Y L' +00 —00 —+00 —00 mRe'o)

lim (un XVn) LxL' 400 o i | +o0 - lf'orm(? ]
n—>+o0 indéterminée
2.3. Limite de l'inverse d'une suite

Théoréme
Soit (u,) .. unesuite numérique. Alors :
=0
lim u, L#0 0" 0 +o0
) 1 1
lim | — 3 +00 —00 0
n—+o\ U, L
2.4. Limite dusquotient de deux suites
Théoreme
Soit (un) et (Vn) deux suites numeériques. Alors :
lim u _
Ly L L>0ou+ow L <0 ou—oo 0 400
fim v, L'#0 0" 0 0" 0 0 oo

Ji u, L Forme Forme

m | — — +00 —00 —00 —+00 . . . . . .
n—+oo| v, L' indéterminée | indéterminée

Remarque

Lorsqu’on a I'une des formes indéterminées, pour calculer cette limite, il faut lever I'indétermination
en utilisant I'une des méthodes adéquates.

3. Convergence d'une suite
3.1. Limites et ordre

Théoreme
Soit (U ), €t (Vn),,,, deux suites numériques

* (U convergente
. U alors lim u, >0
*(AN eN)(vn=N);u, >0 N—>-+o0
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* (un)nZno convergente
o Ik (vn)nan convergente alors nI_|)r1100un < nI_|)r11oovn
(3N e N)(Vn>N);u, <v,

3.2. Criteres de convergence

Théoreme de comparaison
Soit (Un ) s, (Vi o, €€ (W), trOis suites numériques et L e R

* (AN eN)(Vn>N);u, > v,

alors lim u, =+

* lim V, =+ N—>+o0
N—+o00
(AN eN)(Vn>N);u, <v, _
> . alors' lim u, =—o
o lim V, =—© N—>-+0
N—-+0
(3N eN)(Vn> N)sju, —L|<w, _
> : alors limu, =L
e lim w, =0 N—>+00
N—+00
## (AN e N)(Vn> N);w, <u, <v, _
> : . alors lim u, =L (théoréme des gendarmes)
w% lim w, = lim v, =L N—>-+o0
N—+o0 n—+o0
Exemples

Calculer les limites des suites suivantes :
1/ (u,): (VneN)u, = ~n* +sin(n+1).

1+2cos(n2 +n+1)

3/ (wn)n21 (VneN*);wn =n+(—l)n
. | . n 1
4/ VneN*);a, =Y —=.5/(b,) . :(VneN*)b, =
(an)nZI(ne )a kzzlk ( )Zl(ne ) kZ::anr\/%
3.3. Convergence des suites monotones
Théoréme

| v' Siune suite est croissante et majorée, alors elle est convergente

v/ Siune suite est décroissante et minorée, alors elle est convergente

Remarque et conséquences

1/ Le théoréme précédent affirme 1'éxistance de la limite, mais ne donne pas la valeur de la limite

2/ Si une suite (”n) est croissante et majorée par le nombre M, alors [lim u, <M
0 n—>+00

nzn

3/ Si une suite (”n )n>n est décroissante et minorée par m, alors /lim u, >m
=" n—>+0

4/ Si une suite est croissante, alors elle est :
» soit majorée et convergente
» soit non majorée et divergente vers +oo
5/ Si une suite est décroissante, alors elle est :
*  s0lt minorée et convergente
* soit non minorée et divergente vers —o
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Corollaire
= Toute suite décroissante et positive est convergente et /im u, >0

n—>+0

= Toute suite croissante et négative est convergente et /im u, <0
n—»+w

3.4. Limite d'une suite géométrique

Théoreme
Soit (”n )n>n une suite géomeétrique de raison q et de premier terme U, # 0. Alors:
=70
Valeurs de q gs<-1 -1<g<1 g=1 g>1
lim q" N’éxiste pas 0 1 400
n—»—+o0
Signe de u, - - . u, >0 u, <0
nl_’)’ﬁo u, N’éxiste pas 0 u,, e —0

3.5 Limite d'une suite de la formev, = f (u, )

Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle ], et soit une suite (un )n> .On considere la suite

(Vn) o, définie par:(vn>ng);v, = f (u,).
=0
* (AN eN)(Vn>N);u, e
Si{* lim u,=L alors lim v, = f (L)
N—>+o0 N—>-+00
* f est continue en L

3.6. Limite d'une suite de la forme u,,, = f (u,)

Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (u, )
un+1 = f(un)

« f est continue sur |

o f (I ) c

Uy €

une suite numeérique telle que

nzn,

Si alors sa limite est solution de I'¢quation f (x)=x

- (up, )nZnO est convergente
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