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I — L'ensemble IN

Définition et vocabulaire
= Lesnombres:0,1, 2, ..sont appelés des entiers naturels

= N={0,123,..} estappelé I'ensemble des entiers naturels
» N'= {1, 2,3, } est appelé 'ensemble des entiers naturels non nuls
= Soit N un entier naturel, alors (n + 1) est aussi un entier naturel. On dit que n et (n +l) sont

consécutifs

Proposition
Pourtout acNetbeN,ona:

¢ a+b=0<a=b=0
% ab=0<(a=00ub=0)

% ab=le(a=b=1)

Remarques
e Si aest un entier naturel, on dit que a appartienta N et on écrit a e N
e Si b n'est pas un entier naturel, on dit que b n’appartient pasa N et onécrit b ¢ N
o Soit A={15,9,17}, on dit que A estune partie de N et on écrit Ac N

e Soit B= {0,3,%,\/5}, on a B n'est pas une partie de N car \/E ¢ N ;on écritalors Bz N

II - Les nombres pairs et les nombres impairs

Définitionl
SoitacNetdeN™,

On dit que d divise a s'il existe k € N tel que a = dk
On dit aussi que a est un multiple de d et que d un diviseur de a et I'entier k est appelé le quotient

Définition2
A Un nombre entier naturel n est dit pair si et seulement si 2 est un diviseur de n
A Les nombres pairs sont les entiers naturels : 0,2,4,6,8,10,12...
A L'ensemble des entiers naturels pairs est 2N . On a alors :
2N = {0,2,4,6,8,...}

Propositionl
Un entier naturel n est pair, si et seulement si, il existe kK € N tel que n =2k

Remarque
Pour montrer qu'un entier naturel n est pair, on montre que n est un multiple de 2, autrement dit on
doit trouver un entier naturel k tel que n = 2k

Ainsi par exemple 514 est pair car 514 = 2x 257

Définition3
A Un nombre entier naturel n est dit impair si et seulement si 2 n'est pas un diviseur de n
A Les nombres impairs sont les entiers naturels : 1,3,5,7,9,11,13...

1 https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.com/

TCS Chapitre 1: Arithmétique dans IN  S. EL JAAFARI
https:/www.dimamath.com

Proposition2
Un entier naturel n est impair, si et seulement si, il existe kK e N tel que n=2k +1

Remarque
Pour montrer qu’'un entier naturel est impair, il suffit de montrer qu'il n'est pas pair

Exemples
1) Les entiers naturels 8n+ 6, 2n + 46, 4n® +2n + 32 sont des entiers pairs.

En effet:ona 8n+6 =2(4n+1) =2k ou k =4n+1. On procéde de la méme maniére avec les autres
2) Les entiers naturels 6n+11, 32n+19, 4n? +10n + 91 sont des entiers impairs
En effet :on a 4n? +10n+91=4n2 +10n+ 90 +1= 2(2n2 +5n +45)+1: 2k +100 k = 2n2 +5n+ 45

On procéde de la méme maniere avecles autres entiers

Proposition (opérations sur lés entiers pairs et impairs)
Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b .

© Siaetb ontlaméme parité, alors a+b et a—b sont toujours pairs
Autrement dit : pair + pair = pair ; pair — pair = pair ; impair + impair = pair et
impair - impair = pair

¥ siaetb sontimpairs, alors ab estimpair
Autrement dit : impair x impair = impair

& Siaumoins 'un des deux entiers a ou b est pair alors ab est pair
Autrement dit : pair x impair = pair ; impair x pair = pair

III — Division euelidienne dans IN

Théoreme et définition
Soit a et b deux entiers naturels tels que b= 0.
a=bq+r

Il existe un unique couple (q, r) d’'entiers naturels tels que
0<r<b

Cette opération s’appelle la division euclidienne de a par b, ou l'entier naturel  s'appelle le quotient

et I s'appelle le reste de la division euclidienne de a par b

Proposition
Soit @ et b deux entiers naturels tels que b = 0.

b est un diviseur de a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est égala0

Autrement dit : s'il existe q € N telque a=bq

Criteres de divisibilité
& Divisibilité par 2
Un entier naturel est divisible par 2 si et seulement si son dernier chiffre est divisible par 2
& Divisibilité par 3
Un entier naturel est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3
& Divisibilité par 5
Un entier naturel est divisible par 5 si et seulement si son dernier chiffre est 0 ou 5
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& Divisibilité par 9
Un entier naturel est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 9
& Divisibilité par 4
Un entier naturel est divisible par 4 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers
chiffres est divisible par 4
&« Divisibilité par 25
Un entier naturel est divisible par 25 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers
chiffres est divisible par 25

IV — Les diviseurs et les multiples d'un entier naturel
1. Multiples d'un entier naturel

Définitionl
Soit ne N .

¢ Un multiple de n correspond au produit de N avec un autre entier naturel quelconque
¢ Lensemble des multiples de n est Yensemble {0,n,2n,3n,4n, ...}

Propositionl
Si b est un multiple'de a

) : alors ¢ est un multiple de a
Si ¢ est un multiple.de b

Proposition2
Soit a, b, ¢ et k des entiers naturels tels que b >¢C.
Si b est un multiple de a b+ ¢ est un multiple de a
Si ¢ est un multiple de a} {b—c est un multiple de a
¢ Si best un multiple de a alors bkest un multiple de a

Définition2
Soit a et b deux entiers naturels.

Le plus petit de leurs multiples communs non nuls s’appelle Le plus petit commun multiple de
aetb ,Onlenote PPCM(a,b)ouavhb

Exemple
Déterminer PPCM (3,5)

On a les multiples de 3 sont : 0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30
Et les multiples de 5 sont : 0,5,10,15,20,25,30

Alors les multiples communs de 3 et 5 sont :0,15,30...
Donc :PPCM (3,5) =15

2. Diviseurs d'un entier naturel

Définitionl
Soit a, b deux entiers naturels non nuls.

On dit que a est un diviseur de b, ou que b est divisible par a si:
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Il existe un entier naturel k tel que b = ak, on note a|bet onlit a divise b

Autrement dit que b est un multiple de a

Remarque
A 1estun diviseur de tous les entiers naturels
A Tous les entiers naturels non nuls sont des diviseurs de 0
A Chaque entier naturel non nul est un diviseur de lui-méme
A Certains entiers naturels peuvent avoir des diviseurs communs autres que 1

Définition2

d estun diviseur communde a et b sietseulementsid|aetd|Db

Exemple
Déterminer les diviseurs communs de 12 et 18

On a les diviseurs de 12 sont : 1,2,3,4,6,12
Et les diviseurs de 18 sont : 1,2,3,6,9,18
Alors les diviseurs communs de 12 et 18 sont: 1,2,3,6

Proposition
Soit @, b et d des entiers naturels telsque d =0 .
e Sid|aetd|balorsd|a+b
o Sid|aetd|beta<balorsd|b—a
¢ Engénéralsid|aetd|betneNetmeN alors d|an+bm

Définition3
Le plus grand parmi tous les diviseurs communs de deux entiers naturels.a et b *s'appelle le plus
grand commun diviseur de a et b . On le note PGCD(a,b)

Remarques
= Le seul diviseur entier naturel de 1 est lui-méme, donc PGCD(n,l) =1

= Tout entier naturel non nul nest un diviseur de 0, donc PGCD(n, 0) =n

* On déterminer le PGCD (a, b) en utilisant 3 méthodes (On y reviendra dans le paragraphe VI)

Proposition2
Soit @ et b deux entiers naturels non nuls. Alors ona: PGCD(a, b) x PPCM (a, b) =ab etona:

ab
PPCM (a,b) = —PGCD(a,b)

V Les nombres premiers

Définitions
¢ Un entier naturel p > 2 est dit premier, si et seulement si seuls diviseurs sont 1 et lui-méme

¢ Un entier naturel non premier, distinct de 1, est appelé un entier composé
¢ Un entier naturel est un carré parfait si sa racine carrée est un entier naturel

Remarque
L'entier naturel 1 n'est pas premier parce qu'il n'admet qu'un seul diviseur 1

Théoréme
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++» Tout entier naturel admet au moins un diviseur premier
< Soit N e N*tel que n #1, alors le plus petit diviseur de n distinct de 1 est premier

% Soit ne N"tel que n#1, alors n est composé si et seulement si il admet un diviseur p

premier tel que p < \/ﬁ

Méthode (Comment reconnaitre qu'un entier naturel est premier)
Pour savoir si un entier naturel n est premier ou non, on suit les étapes suivantes :
1) On calcule \/ﬁ

2) On teste la divisibilité de n par les nombres premiers inférieurs a \/ﬁ pris dans l'ordre croissant.
a) Sil'une de ses divisions donne un reste égal a 0, alors le nombre N n’est pas premier
b) Siaucune division ne donne unrest égal a 0, alors on conclut que N est premier

Exemple
Le nombre 157 est-il premier ?

En effet ;on a v/157 =12,53 et on vérifie que ni 2, ni 3, ni 5, ni 7, ni 11 ne divise 157. Alors 157 est premier

Remarque
Le crible d’Erathosténe permet de donner les nombres premiers inférieurs a 100

VI — Décomposition d'un entier naturel en produit de facteurs premiers

Proposition
% L'ensemble des nombres premiers est un ensemble infini
< Tout entier naturel n >2, se décompose en un produit fini de nombres premiers

< Pour tout entier naturel n >2, il existe des nombres premiers distincts deuxa deux
Py Pa,..., Py et il existe des entiers naturels non nuls a,a,,...,4y tels que

a. a. a,
pl< p2 < p3<< pk et n= pllX p22 X... X pkk

< Le nombre de diviseurs de n estégala (1+a;)(1+ay)(...)(1+ay)

Exemple
Donner la décomposition en produit de facteurs premiers de 2250
2250 2 Alors : 2250 = 2x3% x5°
1125
375
125
25
5
1

Méthodes de détermination du PGCD et du PPCM
lere méthode (Méthode des diviseurs communs)
Déterminer PGCD(42,45) et PPCM (42,45)

Ona: D(42) = {1, 2,3,6,7,14,21, 42} et P(45) = {1, 3,5,9,15, 45} ,donc I'ensemble des diviseurs
communs de 42 et 45 est {1,3}. D'ou PGCD(42,45)=3etona:
42x45 1890

PPCM (42,45) = PGCD(42,45) =—3 = 630

o oaa|wiw
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2eme méthode (Méthode de 'algorithme d’Euclide)
45=42x1+3

Ona:
42 =3x14+0

Alors PGCD (42, 45) =3 et de la méme maniére ona PPCM (42, 45) =630

3eme méthode ( Méthode des décompositions en produit de facteurs premiers)

Ona:
42 2 45 3 Alors 42 =2x3x7
21 3 15 3 Et 45=32x5
7 5 5
1 1

PGCD(42,45)=3'=3

et PPCM (42,45) =2x3x7x3x5=630

Remarque

Pour déterminer le PGCD et Le PPCM de deux entiers, on choisira la méthode la plus économique entre

les 3 méthodes citées en haut, selon les situations. Sans vous cacher que la plus usitée est la méthode
utilisant les décompositions en produit de facteurs premiers

Donc
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