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I — Les ensembles
1. Définition et vocabulaires

Définition et notations

Un ensemble E est une collection d'objets satisfaisants a des propriétés. Chaque objet est appelé
Elément de 'ensemble E .

En plus si X est un élément de 'ensemble E, on dit que X appartienta E et on note X € E etsi
X n'appartient pasa E,onnote x¢ E

Ensembles usuels

N = {0,1, 2, } = L'ensemble des entiers naturels
N = {1, 2,3, } =L'ensemble des entiersmnaturels non nuls
= {, -2,-1,0,1,2, } =L'ensemble des entiers relatifs

Y= {, -2,-11,2, } = L'ensemble des entiers relatifs non nuls

D= {18” IpeZ,ne Z} = L'ensemble des nombres décimaux

Q= {g/ peZ,qeN *} =L’'ensemble des nombres rationnels

R =L'’ensembledes nombres réels
Etona: NcZcDcQckR

= { } =L'ensemble vide
{a} =Le singleton a

{a,b} = la paire

Définition
Un ensemble E peut étre défini de deux maniéres possibles :
e En extension : Lorsque 'ensemble est donné explicitement avec tous ses éléments ;
E= {a, b,c,1, 2} est une écriture en extension de 'ensemble E

e En compréhension : Lorsque I'ensemble est donné par une propriété qui caractérise ses
éléments; E :{X eZ/|X—2| SS}

Exercice
1) Ecrire les ensembles suivants en extension :

2X+1

2n°*-16
Vo) Sl}; E2:{(x,y)eZ2/x2+xy—2y2:—5} ; Esz{u

n+3

Elz{XeZ/ eZ/neN}

3) Donner en compréhension les ensembles suivants :
F, =L'ensemble des entiers naturels multiples de 7; F, =L’ensemble des entiers relatifs dont 3 est le

reste de leur division euclidienne par 11 ; F;, =Le cercle de centre le point A(—l, 2) et de rayon 5

2. Eqgalité — Inclusion — Ensemble des parties d'un ensemble

1 https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.com/

1BIOF SM Chapitre 2: Les ensembles et les applications S.EL JAAFARI

https:/www.dimamath.com

Définitionl
Dire que deux ensembles E et F sont égaux signifie qu'ils ne contiennent que des éléments
communs, on écrit E =F .

Propositionl
Soit E et F deux ensembles.

E:F<:>(XEE<:>XGF)

Exemple :
Soit Az{k e Z1|2k +1|£3}; B:{Xe]R/X(X—l)(X+1)(X—2):O}.Montrer que A=B

Définition2
Soit E et F deux ensembles.

Dire que E estinclus dans F signifie que tout élément de E estaussi un élément de F, on dit aussi
que E est un sous-ensemble de F ou encore que E est une partie de F.Onnote Ec F

Proposition2
Soit E et F deux ensembles.

ECF<:>(XEE:>X€F)

Exemple :

Soit E =6N et F =2N. Montrerque E c F

Définition3

Soit E un ensemble.

L'ensemble de toutes les parties de E est appelé I'ensemble des parties de E et est noté #(E).

Donc 5’(E)={X/X c E}

Exemples
1) si E={12,a},alors 2(E) ={@,{1},{2}.{a}.{1,2},{L.a},{2,a},{1.2,a}}
2)Si E={A,V}, alors #(E)= {@;{A};{V};{A,V}}

3. Opérations sur les ensembles

3.1. Complémentaire d'un ensemble
Définition

Soit E un ensemble et soit A une partie de E .
Le complémentaire de A, dans E, estl'ensemble de tous les éléments de E qui n’appartiennent
pasa A,onlenote Aou C/.Donc: A={xeE/x¢gA]

A A

Diagramme de Venn du complémentaire
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Proposition
Soit E un ensemble et soit A une partiede E .

° E=@et@=E
e A=A

3.2. Intersection des ensembles

Définition
Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E.

L'intersection de A et B estla partie de E, constituée de tous les éléments communs de A et B.On

lanote ANB.Ona: AmB:{XeE/XEAetXeB}

\'?\

4

o UN bl g
“A (AAB ’qaf?f
7 .

Diagramme de Vennde AN B

Proposition
Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E.Ona:

e ANnA=A
e ANnBc Aet AnBcB

o ANE=Aet AN =0 Onditque E estI'élément neutre pour N
« (AnB)NC=AnN(BNC) Onditque N est associative

e ANnB=BnA Onditque U est commutative

e ANA=C Onditque A et A sont disjoints

3.3. Réunion des ensembles

Définition
Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E.

Laréunion de A et B estla partie de E, constituée de tous les éléments de A et de tous les éléments

de B.Onlanote AUB.Onadonc: AuB:{XeE/Xeru XeB}

4 N

\_ J

Diagramme de Venn de AU B

Proposition
Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E.Ona:
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e AUA=A
e AcAuBetBc AuB

e AuUd=Acet AUE =E Ondit que & est I'élément neutre pour U
« (AUB)UC=AU(BUC) Onditque U est associative

e AuUB=BUA O0ndit U que est commutative
« AUA=E

3.4. Différence des ensembles

Définition
Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E .

La différence de A et B est la partie de E , constituée de tous les éléments de A qui n'appartiennent
pasa B.Onlanote A\B ou A-ByDonc:A-B={xcE/xeAet x¢B]|

a I
A B

A-B
= /

Diagramme de Venn de la différence de A et B

Définition2

Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E .

La différence symétrique de A et B estla partie de E notée par AAB. et définie par :
AAB :(A— B)U(B— A)

A B )

\
\_ AAB Y,

Diagramme de Venn de AAB

Proposition

Soit E un ensemble et soit A et B deux parties de E .
e A-A=U et AAA=YD
e AAB=BAA Onditque A est commutative
e AAD=Aet AAE=A

3.5. Partition d'un ensemble

Définition
Soit A, A,,..., A, une famille de parties d'un ensemble E .
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La famille (A ),_._ estune partition de E, si et seulement si | JA =E et I:(I #j)=>ANA = @]

i=1

Proposition
Soit E un ensemble et soit A une partiede E . Alors:

A et A forment une partition de E

3.6. Propriétés

Propriétés
Soit E un ensemble et soit A, B et C trois parties de E . Alors,on a:
e A=B< AcBetBc A

. (ACBetBCC):ACC
« AcB=(AnB=Aet AUB=B)

e ANBc AcAuB
e (AUB)NC=(AnC)u(BNC) Onditque N est distributive parrapport a U

¢« (AnB)uUC=(AUC)N(BuUC) Ondit que U est distributive par rapport a M
e A=E-A
« (AnB)=AuUB et (AUB)=ANB :Lois de Morgan*

Bc A

e AcB<&e
e A-B=AnB
« A-B=A=(ANB)

« AAB=(AUB)-(ANB)

4. Produit cartésien

Définition
Soit E et F deux ensembles.

Le produit cartésien de E et F est 'ensemble des couples (X, y) telsque Xe E et y € F . On le note

E xF . Donc: ExF:{(X,y)/XeEetyeF}

Remarques
Soit E un ensemble. Alors :

« E’=ExE={(x,y)/xeEetyeE|
e SineN*, ona:E" :E><E><...><E:{(Xl,xz,...,xn)/xi eE,lSiSn}

"n fois E"
e Unélément de E" s’appelle un n-uplet
Exemples
1) si E={a,b,c} et F={1,2},alors ExF ={(a,1);(a,2);(b,1);(b,2);(c.1);(c,2)}

2) Si f estune fonction définie sur D, , alors sa courbe C; = {(X, f(x))/xe D, }

II — Les applications
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1. Définitions et vocabulaires
1.1. Application

Définition

Soit E et F deux ensembles non vides.

Une application f de E vers F, est une relation qui associe a chaque élément X de E, un unique
élément y de F.

L'ensemble E est appelé 'ensemble de départ de I'application f etl'ensemble F est appelé son
ensemble d’arrivée.

Si xeEetyeF tel que y= f(X), X est appelé un antécédent de y par l'application f .

Remarque

. . i . X
1) Une application peut étre donnée par son expression : f(X) = eI xelR

f:R—,R

2) Une application peut étre donnée par la relation :
X

x2+1
3) Une application peut étre donnée par son diagramme :

Cama:

E
4) Toute fonction numérique est une application de son domaine de définition dans R

Proposition
Soit E et F deux ensembles non vides.

f :E > F estune application de E vers F @[(VXE E)3lyeF):y= f(X)]

1.2. Eqalité de deux applications

Définition

Soit f:E — F et g: A— B deux applications. Alors :
E=A

f=g<{F=8B
(vxeE), f(x)=g(x)

Exemple
1) Les deux applications f et g sont égales:
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f:No>Z g:N—>7
N et n, si n est pair
n—(-1) xn nH{ . .
—n, si n est impair

2) Les applications U, vV et W sont différentes :
u:R—->R VIR >R wiR® > R*
x> x* x> x* X x*

2. Image directe et image réciproque d'un ensemble par une application

Définition
Soit f une application de E dans F et A une partiede E et B une partie de F
= L'image directe de A par l'application f_estl'ensemble f(A)={f(x)eF/xeE}
= L'image réciproque de B parl'application f estlensemble f *(B)={xeE/ f(x)<B}

Exemple

soit | ,ona: f([4,25])=[2,5] et f*(]-3,3[)=[0,9 et f (], <1])

X /X

Remarque
» f(A)=CJA=0
= Sif ( B) =@ on n'a pas nécessairement B = (c-a-d que B peut étre différent de &)
3. Injection — Surjection - Bijection
3.1. Application injective

%)

Définition
Soit f une application de E dans F .

On dit que f estinjectivede E dans F, siet seulement si :

(VO %) € E? ) % # %, = (%) # f(x,)

Proposition
Soit f une application de E dans F .

f estuneinjectionde E dans F < [(V(xl,xz) € Ez); f(x)=f(x)=x= XZJ

Exemples
f:R-{3} >R
1) L'application 2y —1 estinjective
H
X—3
g:R—>R
2) L'application n'est pas injective

X > X2 —3x+2

3.2. Application surjective
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Définition
Soit f une application de E dans F .

On dit que f est surjective de E dans F, si et seulement si tout élément de F admet au moins un
antécédent dans E

Propositionl
Soit f une application de E dans F .

f estune surjectionde E dans F < (Vye F)(IxeE):f(x)=y

Remarque
En pratique, pour montrer que f est une surjection de E dans F , on prend un y € F et on résoud

I'équation f (X)=y. Alors si elle admet.des solutions alors I'application f est surjective sinon elle ne le
sera pas

Exemples
f:R>R

1) L'application 1  n'est pas surjective de R vers R
X1+ — >
X+

g [=2,+0o[ > R”
2) L'application est surjective de [—2,+oo[ vers R
X > A/X+2

Proposition2
Soit f une application de E dans F .

f estune surjectionde E dans F < f(E)=F

3.3. Application bijective
Définitionl

Soit f une application de E dans F .

On dit que f est une bijection de E dans F, si et seulement si elle est injective et surjective de
E dans F

Exemples

f :[=1,+oo[ = [3,+00[
1) L'application est une bijection de [—1,+oo[ dans [3, o]

X = X2 +2Xx+4

g:[R —[3,+00]

2) L'application n'est pas bijective de R dans [3, +oo[ , car elle n'est pas injective

X = X2 +2X+4
9(0)=9g(-2)=4

Proposition
Soit f une application de E dans F .

f estunebijectionde E dans F < (VyeF)(3!xeE): f(x)=y
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Définition2
Soit f une bijection de E dans F , L'application définie de F dans E qui associe a chaque élément
y de F un élément X de E qui vérifie 'équation f(X) =y, s'appelle la bijection réciproque de la

Bijection f .Onlanote f .

Proposition
Soit f une bijectionde E dans F et f ' sa bijection réciproque. Alorson a:

(VyeF)(vxeE), fi(y)=x< f(X)=y

Exemple
f :[~1,+00[ —[0,+o0]

X—=>a/X41

déterminer 'expression de sa bijection réciproque
Solution

e Soit aetbde [—1, +OO[ tel que f(a)=f(b)=>+va-1=+b-1=a=Db donc f estinjective(l)

e Soit y €[0,+o0[, résolvons dans I'intervalle [—1,+oo[ I'équation f (X) =y

Soit I'application { . Montrer que f estune bijection de [—1, +oo[ dans [0, +oo[, et

En effet f(X)= y:\/m: y= X+1=y®> = x=y’ -1 et comme

y >0 alors y*~1>-1donc x = y* —1e[-1,+o
o Dou f estsurjective de [—1,+o0[ dans [0,+o0[ (2)

D'aprés les résultats (1) et (2) 'application f est bijective [—1,+o¢[ dans [0, +o]
e Soit xe[-1+wf et ye[0,+o0[, fH(y)=x = f(X)=y = Vx¥lzy e x=y* 1. Alors:
f 1[0, 4+00[ = [—1,+o0]

Vxe[0,+o[, f}(x)=x* -1 D'ou:
X = x> -1

4. Restriction et prolongement d'une application

Définitionl
Soit f une application de E dans F , et soit Ac E.
f,:A>F

est appelée la restriction de f surlapartie A de E.
X f(X)

L'application {

Onaalors: (Vxe A), f,(x)=f(x)

Exemples
. - . h : R % R . . .
1) On consideére I'application . Déterminer la restriction
X 53X —|x—1]+5

g de h & l'intervalle |-o,1]
f:R>R

2) On considere 'application )
X X* —2X
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a) Justifier que f n’est pas injective

b) Soit g larestriction de f & l'intervalle [1,+o0| est une bijection de [1,+oo[ dans [—1,+oo]

c) Déterminer l'expression de g *(X)

Définition2
Soit f une application de E dans F et soit G un ensemble telque E = G .

~

On appelle prolongement de f a l'ensemble G toute application f de Gvers F telle que:

(VxeG), f(x)=f(x)

Remarque
La restriction d'une application a une partie est unique, par contre on peut avoir en général plusieurs
prolongements possibles d'une application a un ensemble

5. Composition des appliedtions

Définition
Soit f une application de E dans F et J une applicationde F dans G.
L'application N définie de E dans G par : h(X) = g( f (X)) est appelée la composée des

applications f et § dans cet ordre. Elle est notée {J © f.

Onaalors:(VXE E), go f(x)= g(f(x))

Exemple
R—->R R—->R
On consideére les applications f: et g: ,
X X+3 X 2X"+5

Déterminer les applications J © fetfo J . Que peut-on conclure ?

Remarques
« Parfois on peut définir § o f maispas f o

e Sigof et foQ sontdéfinies,engénéral o f# f og
. sif:E>F;g:F>Geth:G—>H.alrsho(gef)=(hog)eof

Proposition
soit f:E—>F et g:F — G deuxapplications.

*

£ X4

si f et g sontinjectives alors § © f estinjectivede E dans G
si f et g sont surjectivesalors § o f est surjectivede E dans G
si f et J sont bijectives alors J © f estbijectivede E dans G etona:
(gef) =f"eg™
Sil'application f:E > F est bijective, alors :
a) (VXE E), fo f (X) = X ;onnote frof = Id;

*

£ X4

£04

°e
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b) (VXE F), fof™(X)=X;onnote fof™= Id.
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